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ANSCHAULICHES BEWEISEN IM GEOMETRIEUNTERRICHT -
UNTER BESONDERER BERUCKSICHTIGUNG VON (STETIGEN)
BEWEGUNGEN BZW. VERFORMUNGEN

l. Rechtfertigung und stoffliche Einordnung des Unterrichtsin

halts ’'Beweisen’

In Forschung und Lehre tritt die Mathematik als eine Aneinander

reihung von Beweisen auf; auch Berechnungen, Konstruktionen, De

finitionen (deren Widerspruchsfreiheit) usw. werden als Bewe
dargeboten. Daf im Mathematikunterricht des klassischen Gymnnasi
ums, und zwar schon auf der Mittelstufe, das Beweisen gelehrt
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wird, stand immer aufer Frage; und im Zuge der Schaffung der Se

kundarstufe um 1970 wurde das Beweisen auch als Unterricht:
halt fir Real- und Hauptschule (im Schulsystem der BRD) disku
tiert unter dem Schlagwort der Orientierung des Unterrichts an
der Wissenschaft. Man versprach sich vom Mathematikunterricht,
und speziell auch vom Beweisen, einen automatischen Transfer de:

erworbenen Fahigkeiten in die Lebenswelt der Schiler.

Diese Vorstellungen sind treffend von Menger (1971:2) in Worte
gefapt worden: "There is no better immunization against the

pseudo-inferences and sham proofs that abound in extra-mathemn

tical reasoning and in daily life than to be exposed in one's

youth to a truly airtight deductive theory, however modest in
scope." Nach meinen umfangreichen Erfahrungen in zahlreichen
Gremien in zahlreichen Hochschulen sind allerdings die Menschen,
die das mathematische Beweisen sogar berufsmapig betreiben,
nicht im mindesten dagegen gefeit, "Scheinbeweise'" zu produziec
ren oder "Trugschliissen" aufzusitzen. Der analytische Verstand

wird offensichtlich von Interessen, Einstellungen, itelkeiten

usw. dominiert. - Von dem Glauben an den automatischen Transfer

il man heute weitgehend abgekommen.

Aber auch wenn wir einmal im engeren Umfeld des Mathematikunter
richts bleiben, konnen wir nur magerste Erfolge auf dem Gebiet
des Beweisens verzeichnen: Dazu verweise ich auf Untersuchungen
von Schupp (1974) oder Leppig (1979) zu den Beweisfahigkeilen
von Studienanfangern mit mehr oder weniger Affinitat zur Mathe
matik; auf die jahrlichen Berichte iiber die Ergebnisse der Ab

schlupgprufungen in der Oberschule der DDR (s. z.B. Lehmann &



Maske 1977 und Birth u.a. 1979); oder auf die Jingsten Erhebun
gen von Beckmann (1986) in ganz normalem Geometrieunterricht der
Sekundarstufe I.

Trotzdem bzw. deswegen strengen sich Didaktiker und Lehrer fort-
widhrend an, Schiilern das Beweisen nahezubringen. Besonders in
der DDR richtet sich alljahrlich ein relativ grofer Anteil der
mathematikdidaktischen Bemiithungen auf die Methodik des Bewei-
sens, wobei man sich gern auf den Lehrplan beruft, in dem das
Beweisen eine Leitlinie fiir den Mathematikunterricht ist (s.
Lehmann 1977, Walsch 1979, Freytag 1984 u.v.a.). Unabhéngig von
solchen Vorgaben sind fir die Mathematikdidaktik Jedoch inhalt-
liche und weniger formale Rechtfertigungsgriinde interessant. Da
findet man in der Literatur, auch in der der DDR:

Stofflich:

~ Beweise sind Lehrstoff wie Sétze,

— Beweise machen Sédtze klarer,

— Beweise stellen Beziehungen zwischen Sédtzen, Begriffen usw.
her.

Erkenntnis- & VMwazunmvrwwomovrwmn:“
~ Beweise gehéren zu einem ausgewogenen Bild von Mathematik,
~ Beweise, und iiberhaupt deduktives Denken, sind eine besondere

und relevante Form der mwrm::wammmmiwdd::m.

Padagogisch:
~ Beweise stehen im Dienste von Lernzielen wie .>wm:5m=ﬁwmﬂm=~,

.wﬂorwmawamms,. aber auch 'Ausdauer’, ’Selbstdisziplin’ usw.

Eine psycho-soziologisch orientierte Untersuchung der Motive von
Didaktikern und Gymnasiallehrern (sagen wir: der letzten 100
Jahre), das Beweisen in den Mathematikunterricht aufzunehmen,
wirde wohl vor allem den Charakter des Schulfachs ’Mathematik’
als Abbild des entsprechenden Universitatsfachs zutage foérdern.
Ich méchte mich jetzt aber gar nicht darauf einlassen, die
Stichhaltigkeit dieser Rechtfertigungsgriinde zu iberpriifen, son-
dern als gegeben annehmen, dap das Beweisen mit den o.a. Begriin—
dungen ein Unterrichtsinhalt ist.

Was soll iiberhaupt unter Beweisen verstanden werden? Z.B. nach

Pracht (1979:349) », .. konnen wir Beweisen im Mathematikunter-
richt als eine auf Denken beruhende Tatigkeit definieren, bei
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der den logianchen Hegeoln M L durch Verwein auf pne ¢, snchon

hematinche Einsnichten neuwe Ausisagen gewonnen wei

bekannte n

den. "™ Ahnliche Begriffabeat immungen finden sich explizit oder

itmplizit haufig in der Literatur, und fir die Belange vieler

ntoffdidaktischer Arbeiten sind sie durchaus geeignet. Sie grei
fen jedoch zu kurz, wenn es um Fragen der Rechtfertigung, des

Lehr  Lern-Prozesses usw. geht

Die Umwandlung der Voraussetzungen in die Behauptungen eines
Batves mit den SchlupBregeln der Logik bringt ja kein neues Wis
sen, dasn nicht schon irgendwie in den Voraussetzungen steckt.
Frut wenn man die Ebene der Syntax verlaft und den beteiligten

Hoygriffen, Beziehungen, Schliissen usw. vor dem Hintergrund in

tendierter Anwendungen Bedeutungen zuschreibt, konnen Bews

ihre erkenntniserweiternde Funktion erfiillen (so Jahnke 1978

ng an das Theorienkonzept Sneeds (1971) zum sog.

unter Anleh

Parndoxon des Beweisens).

Hier liegt m.E. auch genau der Grund, warum der Computer trotz

nller Anstrengungen der Kl Forschung dem menschlichen Mathemat i

lker noch lange nicht das Wasser reichen kann: Er kann zwar aus
ginem Axiomensystem in kurzer Zeit eine Unmenge wahrer Aussagen
nbleiten. Aber schon bei so etwas Primitivem wie dem Schachspiel
sind die menschlichen Spitzenkonner dem Computer heute noch
t recht beim Beweisen bleibt die Tatigkeit des

whoervlegen, Era

iters sinn-los; es ist Zielvorgabe und Bedeutungsstiftung

¢

durch den Menschen notwendig.

faraste Beispiel fir einen einschlagigen Computereinsatz

s Vierfarbensatzes 1976. Obwohl die In

1l wohl der Beweis d
karrektheit dieses Beweises immer wieder behauptet wird, wurde
mie bis jetzt noch nicht verifiziert. Dieser zum Image der Ma

sicherheit weist auf den

themntik nicht passende Makel der Ui
k

meinnchalt der Mathematiker als Beweis akzeptiert. Zur durch:

Liven As (t des Beweisens: BEin Beweis ist, was die (e

'8 Beweises gehort untrennbar seine Dar

#ubjektiven Find I

ng ei
atellung fur ein Publikum,
Inubenondere fur den weniger Geiibten wird dabei auch die Frage
der Explizitheit ein Problem: Allzu ausfiihrliche Darstel lungen
h

er Bouverfinital., Allzu knappe Ausfithrungen bergen die Gefahr

var und ein Zeichen feh

sind mindestens unoko y ungenief

nierungen

van Beweirnlucken; anber nuch wenn sie lediglich Komp



vollstandiger Beweise sind, ist ihre Wirkung zweischneidig: Der
Zwang zur Kigentatigkeit kann fir den Leser argerlich bis iiber-—

fordernd, aber auch heilsam sein.

Der kommunikative Aspekt ist in dem dialogischen Beweisverfahren
von Lorenzen (1962) quasi formalisiert. Dialogische Beweise sind
von Vollrath (1967) fiir die Schule vorgeschlagen worden, jedoch

ohne allzu grofen Erfolg.

Explizitheit ist aber nicht nur eine Kategorie der Kommunikati-—

on, sondern auch des Theorie—-Niveaus.

Eine wesentliche Funktion von Beweistexten ist die Objektivie—
rung des Beweises, insbesondere ihn unabhingig vom Entstehungs-
zusammenhang zu machen. Es gibt wenige Ausnahmen, wo dieser Zu-
sammenhang einmal explizit gemacht wird: Van der Waerden 1954/
1973 oder auch Fraedrich 1979, Miiller 1985. Am beriihmtesten ist
wohl die konstruktible Genese eines Beweises des Eulerschen Po-—
lyedersatzes von Lakatos (1961/1979), ein Paradebeispiel, wie
die Tatigkeit des Beweisens (und der Beweisanalyse) zur Prazi-
sierung, Kladrung oder gar Begriffsbildung und damit zur Findung
von Satzen beitrédgt (s.a. Pickert 1984 und dessen Kritik an La-

katos).

Alle diese Aspekte hat Stein (1986:296) in folgendem Schema zum
"Beweisablauf” (wie er das nennt) zusammengefapt: (Satzfindungs-
prozef3) - (Satz) - (Suche nach Griinden, Zusammenhédngen - deduk-
tive Durcharbeitung) - (gedankliche Repridsentation - schriftli-

che Losung).

Dem Unterricht im Beweisen stehen traditionell zwei groBe Teil-
gebiete der Mathematik zur Verfiigung: Arithmetik & Algebra ei-
nerseits und Geometrie andererseits; zum ersteren Bereich gehort
seit langem auch die Analysis (s. dazu Volkert 1986). Da wird im
Unterricht zwar auch schon mal mit der Anschauung argumentiert,
aber als Beweis werden im Prinzip nur Rechnungen mit Zahlen-

(bzw. Mengen-)Variablen akzeptiert.

Solche Beweise haben den Vorzug, daB sie eben nicht an die
Struktur des Anschauungsraums (ein extrem spezielles mathemati-
sches Gebilde) gebunden sind und dap die Schliisse sinn-los, nam-
lich ohne Bedeutungsaufwand (im Prinzip also auch vom Computer),
gefihrt werden koénnen, d.h. dap nur wiederholt Rechenregeln
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anguwenden aind, Z.B. im n-d

wionnlen euklidischen Vektor

LR

Int atbre=0 und ab O, dann ist a2+bh2-e2 0 (Pythagoras

matez)! denn a?+h2 -2 netabtbatb? 2= (a+h)2-p2 (~c)2~c2=(,

Solbalre nd kann es auch in Arithmetik & Algebra sinnvoll sein,

bewonderas aus did

Lischer Sicht, den Termen und Beziehungen,

die im Laufe ein Beweises auftreten, eine Bedeutung zuzuwei
Hon A0 kann man den Ausdruck n(n+l)/2 fiir die Summe der er
mlten n natirlichen Zahlen als Summe von n/2 Summanden vom Wert

il deuten, die ihrerseits durch Paarbildung aus passenden Fol
¥

ngliedern entastanden sind. Aber wenn man das Niveau allerein

Fachutler Beweise verlépt, sind solche Interpretationen meistens
vnicht mehy

ich und aus beweisckonomischer Sicht auch gar

nicht erwlinscht, Wie primitiv die verwendeten Regeln der Arith

metihk gropenteila s

d, kann man sich buchstablich veranschaul i

chen i

ergeben sich nidmlich oft N:mmasm:mmﬁxcdmms von Recht

tolien in kanonischer Lage, z.B. bei der binomische Formel oder

ol de

fiir die ersten n natiirlichen Zahlen:

b ab b?
a 2~ 2\.
Ablb, a b n/2

n da auf elementarem Niveau herausfor-

n, bzw. herausfordernde Beweisaufgaben be-

#ich bei ihr auf elementarerem Niveau. Freudenthal nennt
Ble "Kxerzierplatz fir die Logik" (1973:570). Dies ist nicht nur
! z 1

aul Hoehitler ge

i traditionell bietet die Geometrie auch de—
nen, die nicht hauptberuflich Mathematiker sind, z.B. Didakti-
lern und Lehrern, eine Gelegenheit zu forschender mmHMﬁMNC:m

(wan lhrer Rolle ala Schulfach durchaus forderlich war) .

Dieo slem

ntare Begrifflichkeit der Geometrie steht in einem en-—
pen Susnammonhang mit ihrer (moglichen) lebensweltlichen Bedeu-
tung fur die Schiiler (auch wenn diese in Unterricht und Didaktik
Wl iy recht oberflhchlich #esehen wird)., Viele mathematische

Uanmmenhange erhalten thren §i

m (erst, bzw. auch) in einer
Vervaumlichung., 2.1,

he ich den Wert der berihmten Aufgabe

iber das Seil um den Erdiaquator darin, dap sie eine Versinnli

chung der mathemat §s hen Linearitiat darstellt.
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¢r bim zu 16-Jahrigen)

Dap die Geometrie in der Pflichtaschule (
als Lehre von dem als euklidisch angenommeneosn Anschauungsraum
getrieben wird, steht fir mich auper Zweitel (w.n. Kirsch 1980)
und soll jetzt auch nicht problematisiert werden. Dabei kommt
die Analytische Geometrie wohl nicht in Frage: IThren ungeniefba-
ren Formelapparat kann man zwar mit dem Vektorkalkiil etwas ver-
bergen, aber die meisten Schiiler sind mit dieser Formalisierung
iberfordert. Entscheidend kommt noch hinzu, dap die Analytische
Geometrie die zentralen Ideen der Geometrie (s. z.B. Bender
1983) auf Zahlenbeziehungen reduziert und ihnen damit einen Teil
ihres Wesens nimmt (s. z.B. den o0.a. Beweis des Pythagorassat-

zes).

Ahnliche Probleme bringt die Algebraisierung der Geometrie durch
das Studium der Affinen Gruppe mit sich: Es ist ein viel zu lan-
ger Anlauf erforderlich, bis man zu interessanten Sédtzen kommt ,
und bei diesem Anlauf hialt die Mehrzahl der Schiiler sowieso
nicht mit (s.a. die Kritik von Schwartze (1987)). Entsprechende
in den sechziger und siebziger Jahren propagierte Ansidtze sind
in der Pflichtschule rasch gescheitert, allerdings nicht ohne
Spuren zu hinterlassen: Zum einen haben sie bei den Lehrern und
Schiilern die (m.E.) berechtigte Frage provoziert, ob man Arith-
metik (bzw. Algebra) nicht g€leich ganz entgeometrisiert treiben
solle, und damit zu einem Niedergang der Geometrie im Unterricht
beigetragen. Zum anderen haben sie mit ihrem Nachlap der abbil-
dungsgeometrischen Methode in der Figurenlehre eine grundlegende
geometrische Denkweise zuriickgedréngt, namlich das Denken in
(stetigen) Bewegungen bzw. Verformungen, will sagen: aus dem
offiziellen Curriculum verdrédngt und damit bei Lehrern und Schii—
lern einen Dauerkonflikt verursacht zwischen ’offiziellen’ sta-
tischen Zuordnungen und ihren personlichen kontinuierlichen Be-—
wegungsvorstellungen. (Dieser Aspekt wird in Abschnitt 3 noch
einmal aufgenommen; eine umfassende Kritik findet sich in Bender

1982).

[ch gehe also davon aus, daB in der Pflichtschule synthetische
Geometrie des euklidischen Raums getrieben wird mit dem Ziel
(u.a.), den realen Raum zu strukturieren und die Nutzbarkeit
dieser Struktur zu erforschen. Nach unserer Auffassung (s. Ben-
der & Schreiber 1985) gehéren zu einem geometrischen Begriff
seine Realisate (u.a. Zeichnungen) wesentlich mit dazu, und
diese, sowie der ganze reale Raum sind nicht blof Modelle fiir
eine ansonsten autonome mathematische Theorie. Es stellt sich
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Wluo gor nichlt erat die Frage nanch :tfr_ftﬁ_.x::x. Zulbssigkeit

¢ der Nig

Cunbiesg det der Annn

tboBuklidizitiét fiir den Weltraum

durch die Physiker) o ' prinzipieller Eignung der Objekte des
Atmchauungaraums zug Modellierung #geometrischer Begriffe: es
] } 2 £

Lient

L don vielmehr eine recht weit gehende Avm1_wm__mv I[dent i
Ll Hanischs (1985) «xrmmf:ph_nrv mangelhafte Zeichnung etwa
Int nlwo nicht das Produkt einer falschen anxﬂ_rMMQ::m. sondern
chlicht eine fehlerhafte Notation der Beziehung zweier Variab
len (hier: der beiden strichpunktierten meﬁmumm:rﬂmnrﬁm:v, wie

Ale nuch in der Algebra vorkommen kann.

“ehon der Mathematiker verwendet beim Beweisen laufend die réaum
Fiche Anachauung: Nicht nur, dap er bei der Fassung bzw. Ver-
ehriftlichung seiner Gedanken den A<cﬂmmwnmwwﬁm:v realen Raum
ew, elgentlich den Anschauungsraum der idealen Gebilde benutzt,
“roverwandel hiiufig Zeichnungen (und andere Realisate), Bewegun

gon, Verformungen und andere Operationen (oder Vorstellungen da

von) su allerlet heuristischen Zwecken, aber auch u.U. fiir den
oweln aolbat (s, 2.1, van der Waerden 1954/1973). Dies gilt
Iiabenondere in der Geometrie, wo die satz findende Funktion von
Vernnschaulichungen wesent lich rm:N:wwwww‘ und die beweisende

Funktion ein noeh héheres Gewicht hat; und zwar erst recht mit

viel ley Legitimalion fiir die Schiiler. Man beachte Jedoch dap
’
dlonen denkpaychologische Argument fiir die Niitzlichkeit (bei den

fohtilern sogar: :::._:z__ﬁ:rfmpv von <m1m:mnwm:Hwor::ﬁm= in der
Ueomatrie (in der o.a, Auffassung) lediglich sekundéar ist gegen—
Uhor dor we ttgehenden inhaltl ichen Identitst von Begriff und Re-

nliunt

Diose :rt._tx::mt: minden nun in folgende These: Im Geometrie—-
Hiterricht der Plrlichtschule igt 'Beweisen’ (im wesentlichen)

nichts anderes als 'anschauliches Beweisen’, (Bis etwa Mitte des
18, Jhdta 4

It dies auch in der Analysis der Mathematiker; s
J 1 1 » .
Vollkert 1986.) Nattirlich wirkt der Beweis des Hohensatzes h2=
AR =pRspo~p?upg niecht anachaulich, aber er ist es (im Sinne die—

Ber These) doch, da zum cinen =7xt~ﬁ::::mm: und Beziehungen

-

ainer Zeiq hnung entn

'h sind, die von den Schiilern i.a. nicht

hiln reine Relati ntabelle aufgefapt wird, und zum anderen Py-

thaparnnm und Kathetenunt » verwendet werden, die ihrerseits in
7 23 rseits

illoer Regoel anm honulich bewiesen worden sind
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2. Beweinschwierigkeiten in der Geometrie und ihre Uberwindung

ichen Gesichtspunkten optischer Veranschaulichung,

Von den zah

wie sie in vielen ergiebigen Beitragen auf den bisherigen Visua-

lisierungs-Workshops in Klagenfurt (s. Kautschitsch & Metzler
1982, 1983, 1984, 1985, 1987) analysiert wurden, méchte ich fiir
die weitere Diskussion die beiden folgenden herausstreichen:
Finmal der ungleich vielfaltigere Beziehungsreichtum 2- und 3-
dimensionaler Darstellungen im Vergleich zu linear-sequentiellen
Zeichenreihen, zum anderen die grundlegende Eigenschaft des Kon-
tinuierlichen, die Thom (1970/1974), Arnheim (1969/1972) u.v.a.
aus ihrer jeweiligen Sicht hervorgehoben haben. (Bei Zahlenmen-
gen sind kontinuierliche Ubergénge zwar auch moéglich, wenn man
sie z.B. in der Zahlengeraden geometrisiert, aber in der Zif-
ferndarstellung eben nicht: die Anderung von Ziffern ist grund-
sdatzlich diskret.) Diese beiden Aspekte (Beziehungsreichtum und
Kontinuitédt) bringen zahlreiche potentielle kognitive Beweis-—

hemmnisse mit sich:

I. Man neigt dazu, von Beziehungen Gebrauch zu machen ohne zu
priifen, ob sie unter den gegebenen Bedingungen wirklich allge-
meingiiltig sind. Dies gilt insbesondere fiir die Anordnungsei-
genschaften, fiir die man ja erst im spéten 19. Jhdt. erkannte,
dap sie in ein entsprechendes Axiomensystem aufzunehmen sind,
und die in fast allen Beweisen unterschwellig benutzt werden.
7Z.B. beim Nachweis der Kongruenz gegeniiberliegender Seiten eines
Parallelogramms durch Zerlegung in zwei Dreiecke: Deren Kongru-
enz wird iiber den Wechselwinkelsatz bewiesen, aber nicht ge-
priift, dap gegeniiberliegende Seiten wirklich in zwei verschiede-

nen Halbebenen beziiglich der Diagonale liegen (Stenius 1981).

Abb. 2

Im Zusammenhang mit dieser Problematik werden immer wieder ein-
mal die Vorteile eines Verzichts auf die Anordnungseigenschaften
geschildert, weil man dadurch vor gewissen Fehlschliissen bewahrt
wird und Fallunterscheidungen vermeiden kann (zuletzt H. Struve
1983, Schnabel 1984): Dann ist z.B. ein Winkel ein Geraden— (und

kein Halbgeraden-)Paar, der Umfangswinkelsatz gilt auf dem gan-

zen Kreis (1
oder Stufen- und Wechaelwinkel sind nicht unterscheidbar (und

d nicht nur auf einem Kreisbogen iiber der Sehne),

ey Nlentunpche Einwand lost sich in Nichtas auf (8. R. Struve

Lakt ) )

Will n owich veransc 1lichen, was da beim Ubergang zwischen

den 4 durch die Sehne definierten Bogen passiert (s. Abb. 3b),
dann spielen Anordnungseigenschaften zwar doch wieder eine Rol-

| ¢ T ithematisnch dirfen sie nicht zur Kenntnis genommen

werden, dn sind die anschaulich verschiedenen Falle komplett

Cund nleht nur in gewi en Eigenschaften!) zu identifizieren,

hivw en o oworden e

ichaulich verschiedene Falle gar nicht

weoliv i Neltracht gezogen., Das fordert zwar die mathematische

il Klegnnz, beseitigt aber nicht den Einflupf der An-—

o

dnungnetgonnchatlten auf die Wahrnehmung des Lernenden, erfor-

deet duriiber hinnus eigentimliche, z.T. nicht naheliegende Be-—

griffabild | erweist sich so geradezu als anti-didak-

Hnen
Liwoh Auch dan dabeid verfolgte Ziel, Fallunterscheidungen abzu-—

sehnlteon, intl dem Beweisenlernen eher abtraglich, wie ich weiter

duten noch auntiuhren werde.,

ol pladicre vielmehr fur einen gar nicht (Parallelogrammsatz)

oled vallig nniyv (Umfangswinkelsatz u.v.a.) zur Kenntnis genom—

wenen Uebyanuch der Anordnungseigenschaften. Hier liegt eines der

vt heidondon Charakteristika anschaulichen Beweisens vor. Dap
lienen nun tormalistischer Sicht ungeniigend ist, ist fiir die

chulgoamatyio m, 1, kaum relevant, und das Anliegen von Stenius

Lt die epintemologische Rolle der Anschauung bei formalen
Hewedinen s nnnlysieren, wird von R. Struves (1986) Kritik nicht
‘ihrt (s. Bender 1989).

cibhnnntl , pgenchweipge denn be

11 bie Wahinohmung wird vom Bild dominiert (und nicht vom geo-

wolitnehen Snchverntand gezielt gelenkt), und Umstrukturierungen
woerden hlockiert, insbesondere die Einfihrung von Hilfslinien
o, Nelaplel Hei der Planfigur fir den Zentriwinkelsatz sieht
wiai sunhchat keinen Zusammenhang zwischen den beiden Winkeln.
Moagliche Abhille: Bewegung des Punktes auf der Peripherie. — Was
bleibt dabetr erhalten? Der Abstand zum Mittelpunkt. - Spielt
#8 cdne Holle, dap die beiden anderen Punkte auch auf dem Kreis
Liogon’ Man zeichne den Radius ein, und es ergeben sich
gleotchonohenklipge Dretecke. Nun betrachtet man die Bewegung

noaoh ol nl In einer ganz bestimmten Lage verschwindet eines

dienwer Direrecke (en entartet zur Strecke). In dieser Lage ergibt
dev Auponwinkeluantz direkt die Behauptung. Dieser Sonderfall

besoitel mnohireplich den allgemeinen Beweis vor.



Abb. 3 a b

IIT. Unwillkiirlich wird die Zeichenebene mit einem Schwerkraft-
feld versehen, und es bilden sich, unterstiitzt durch die Rede
von "oben" und "unten", aber auch Begriffe wie "Basis des
gleichschenkligen Dreiecks"”, "ein Quadrat auf der Spitze",
"Grundfldache einer Pyramide" usw., kanonische Lagen heraus (s.
Wertheimer 1945/1959:13ff oder Strunz 1953/1971:102ff), in denen
sich z.B. auch Figuren nicht gegenseitig durchdringen koénnen,
wohlgemerkt: auch bei den idealen Objekten. Die Vorstellung des
Schwerkraftfelds mit entsprechenden Konsequenzen lipt sich schon
gar nicht mehr vermeiden bei réumlichen Objekten. Unter der lei-
tenden Absicht des Realitédtsbezugs im Geometrieunterricht sind
solche Vorstellungen sogar zu begriiBen. Fiir das Beweisen sind
sie aber hinderlich, und eine wichtige Strategie zur Minderung
ihres Einflusses sind stetige Bewegungen unabhédngig von diesem
Feld. Die dabei entscheidend beteiligte Idee des starren Korpers
bringt jedoch wieder Komplikatiomen mit sich: Sie unterstiitzt
die Vorstellungen vom Schwerkraftfeld, vor allem aber bringt sie
Verwirrung in die Punktmengenauffassung von geometrischen Figu-

ren: Was bewegt sich da eigentlich?

Man mup den starren Korper als einen (durchaus auch 3-dimensio-
nalen) Stempel sehen, mit dem nacheinander die Mengen markiert

werden, mit denen man sich gerade beschaftigt. Nicht die Punkte
des Raums bewegen sich also, sondern die Eigenschaft gefarbt zu

sein, d.h. betrachtet zu werden.

IV. Die globale Sicht (auf den ganzen Raum, die ganze Ebene)
wird unterdriickt und auf Ausschnitte eingeschréankt. Dieser Um-
stand hat z.B. wesentlich zum Scheitern der Abbildungsgeometrie

im Schulunterricht beigetragen. Aber auch wenn man gar nicht auf

Abbildungen abzielt, b ht man eine globale Sichtweise: um

iberhaupt das Wesen des Raums, und dies noch in der Mengenauf-

f ng, #zu durchdringen, eine Vorstellung von (potentieller und
nicht: anktunler) Unendlichkeit, von Parallelitédt zu gewinnen, um

Sntzumkehrungen #zu verstehon und zu beweisen (die Umkehrung des
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wie oltwn in dem Beispiel von Hanisch (1985)

Huwlunpguwinkeluntzen u,v.n, ) oder um Shtze nla | zinlfalle zu

ihennen (Thalen v als Unfangaswinkelsatz, Pythagorassatz als

Kominussnly usw, ).

Hier hann insbesondere Computergrafik Unterstitzung leisten,

dadureh dap sie wirklich jeden Punkt auf dem Monitor anspricht:

o bann die Mengennul ssung gefordert werden, indem deutlich

chit wird, dap die Punkte des Bildschirms sich nicht bewegen,

gundern lediglich ihre Eigenschaft gefarbt zu sein sich verédn—

lert B kann wogar, wenn es denn sein muf, der geometrische Ab-

hogr i1l (gerndentreue Permutationen) angemessen darge—

tellt werden, indem beliebige Mengen durch geeignete Farbgebung

ik wie bt durch Bewegung einander zugeordnet werden. Ich denke
ibhet wmehe an die Uberdeckung der ganzen Ebene mit FaBkreisbogen

Gl e Bainbettung desn Thales-Halbkreises oder an durchaus um-—

funurelolhs plivierte ebene und vor allem raumliche Parkettie-—
g, wobier nuch noch die Perspektive variiert werden kann.

Al ooy oy nmm undd

Fuln Waltar Didge,

Mo 3}

Voo der Wanhrnehmung liefert aber auch so etwas wie

I wigentlich leitcht zu durchschauende fehlerhafte Argument,

dupl swed Viguren denselben Flacheninhalt haben, weil sie durch
iie wletige Verhnderung ineinander iibergefiithrt werden kénnen
i dureh oine Scherung, ohne dap deren Fladcheninhaltsinvari-

ntigmiert worden ware). Solche Trugschliisse, gera-—
de weil mie hautig auf richtige Aussagen fithren, entstehen na-
it lieh het atatismch und kinematisch dargebotenen Sachverhalten

gled e hormapen,

Vi Bie Kantinuierlichkeit verfithrt zu ungenauen Zeichnungen,

, wo zwei Geraden
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tnem Bereotch sohnorden, wo der Schnittpunkt nicht sein . ,

[

ientation zu Widersprichen / \ .\/ \\/<\//

diesem Boispiel ware eine kontinuierliche Veranderung

dies ber korvelktor Arvg

mit einer stiarkeren Abweich

ng von 90° eine Abhilfe, weil dies ‘ \

die Fehlerhaftighkeit entlarven wiirde. (Die Angabe "90°+E" ist Jja Alib, B

schon verdachtig, und die Veridnderung des Winkels mup entweder

auf einen Zustand fiuhren, in dem die Behauptung nicht mehr gilt, e der hiibuche Zerlegungsbeweis von Friedrich Wille, Kassel,
oder eben nicht; bei beiden Alternativen fdallt die Begriindung (i den bate "ist 2s die ldngste Sehne im Kreisring, dann ist
lvwnen Flacheninhalt ns?", namlich:

leichter als vorher.)

VII. Grenziibergdnge werden nicht sorgfaltig genug behandelt.

Hier denke ich nicht an die Vollstindigkeit des euklidischen

Raums, die m.E. ebenfalls in der Schulgeometrie nicht zu pro- /
blematisieren ist, jedenfalls nicht, ehe der Vollstandigkeitsbe- ﬂ
griff in der Arithmetik gewonnen wurde, wo er aus verschiedenen

Grinden leichter zugéanglich ist, aber dennoch erst in der Ober-

stufe richtig angegangen werden kann. Es geht vielmehr um dis-

krete Figurenfolgen, deren ’Grenzwert’ u.U. von anderem Typ als

die Folgenglieder sind, z.B. der Kreis als Grenzwert von regel- Al

mapBigen 3+27-Ecken (fir n-»w). Bei Einschachtelungen von Fl&a-

chen und den zugehorigen Flacheninhalten entstehen da keine Pro- pRinsians wann i f der Oberstufe einen ordentlichen Grenz-
il {unhonandere Integralbegriff motivieren und einfithren

bleme (wegen der als evident anzusehenden Existenz des Flachen-—

inhalts bei den beschrdnkten Figuren der Elementargeometrie und (1l siweint mich die Evidenz als relativ, auf Grund deren man

der Monotonie; s. z.B. Kirsch 1977:95). Aber man hat die Anndhe— tnlohn Unordnungs- 2
fuhed ' B Parko 18987).

men mit Grenziibergangsoperationen durch-

rung der Quadratdiagonale mit der Lange {2 durch immer feiner

Treppen vor Augen, deren Langen konstant 2 sind.
Vit (hlieplich worden Beziehungen statisch und isoliert gese-—

han fuubtionnle Abhtingigkeiten und Invarianten (als solche)
fiden nioht arkannt (In der Arithmetik hat man es da mit Aus-
Iy ebei wie vy I(w) viel leichter.) Eine direkte Abhilfe kann

el vine glaubinle Sichtweise, Bewegungen entlang bzw. quer zu
Abb. 5§ I tun Linten und Beobanchtungen einschlagiger Funktionen gelei-
stowl weardan, N, des Unfangswinkels bei den Fapkreisbdgen (s.
i i i i i #
Es ist nicht gerade einfach, den Unterschied zwischen diesem Abl !

Sachverhalt, wo die anschauliche Uberlegung "geht gegen" ver-— {
i vigentlich der entscheidende Kern des Beweisens, der im

Huler i ieht hernupzuschiilen ist, wobei die aufgezéhlten Aspekte

cieh duann plorend auswirken kénnen? — Nun, die Schiiler sollen

sagt, und den folgenden beiden Beispielen, wo die anschauliche Wan |

Grenzwertbetrachtung erfolgreich ist, wirklich zu verstehen:

Der SchlupB von der Inhaltsformel fiir den Kreis auf die Umfangs-

formel mittels der Zerlegung der Kreisscheibe in n ’Tortenstiik— i cinen Negriff von Allgemeingiiltigkeit (Wahrheit einer Aussage

lichen Fallen) ausbilden,

’
’

deren Umgruppierung zu einer rechteck-ahnlichen Figur und inoallon den

Lot den in Rede stel

ke

den Sachverhalten iiberhaupt nach Allge-

dem Ubergang von n gegen o, woraus sich U=2F/r ergibt (s.a. die

etwas anders geziclte Kritik von Mitschka 1982:169f): wolnpgiltighkett fragen (also ein
P die Antwort deduktiv begrunden.

Beweisbediirfnis entwickeln),
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Literntur
(1979
in den die Schiiler je-

allem im deutschen Spra umfangreichen

Punkt 3

In der vor raum

hat man sich gropenteils mit befapt. U.a. Biirger

103€1) hat Konf1ikt

doch durch die Forderung nach deduktivem SchlieBen geraten, wo

auf den hingewiesen,
sie in allen sonstigen Wissensgebieten und im Alltag iiber andere
Arten der Erkenntnisbegriindung verfiigen (plausibles SchlieBen im
Pé6lyas 1954/1963): Induktion

(SchluB von wenigen Beispielen auf die Allgemeingiiltigkeit), Re-—

Sinne Berufung auf eine Autoritiat,

duktion (die Wahrheit einer Aussage ergibt sich aus der Wahrheit

von Folgerungen aus ihr).

daB in der Mathematik
selbst plausibles SchlieBen gang und gibe ist, und zwar durchaus

Dieser Konflikt wird dadurch verscharft,
im Zusammenhang mit dem Beweisen, ndmlich zum Aufstellen von

Vermutungen, Finden von Sdtzen, Diskutieren von Auswirkungen von
Silzen. Da bleibt nur die Thematisierung dieser Problematik, und
zwar wohl oder iibel im Mathematikunterricht, weil sie sich dort
verscharft stellt. Allerdings sollte man in den Erfolg einer

solchen abgehobenen Diskussion, insbesondere bei Jjingeren Schii~

lern, nicht allzu groBe Hoffnungen setzen. Es ist vielmehr ein
langer LernprozeB anhand vieler Beispiele und Gegenbeispiele no-

tig.

Eine klassische Strategie zur Weckung des Beweisbediirfnisses
(Punkt 2) ist die Erschiitterung des Glaubens an die Zuverlassig-
keit der (visuellen) Anschauung mit optischen Taduschungen oder
dem Erlebnis der Ungenauigkeit von Zeichnungen und Messungen. In
der Tat sind das Messen und sein exhaustiver Charakter und iiber—
haupt die prinzipielle Ungenauigkeit realisierter Formen ein
wichtiges Thema des Geometrieunterrichts. Dessen Behandlung darf
aber auch wieder pnicht zu einer Entwertung des Messens als Mit-
tel der Erkenntnisgewinnung fiithren, wo ja die Schiiler zugleich
in den Naturwissenschaften die iiberragende Bedeutung genau die-
ses Mittels erfahren (worauf schon Walsch (1972/1975:131) u.v.a.
auch optische Tauschungen iibli-

hingewiesen haben), zumal z.B.

cherweise gerade mit Hilfe von Messungen entlarvt werden.

Die mathematisch angemessene Durchfithrung des Verallgemeinerns
z.B. Jahnke 1978,
dazu einfach vom

Freudenthal 1973:256ff).

genauso verfahren,

geschieht durch Variablen (s.
1987 1

Bucl

Einfihrung von
Dorfler a). In der

Zt

1.V man

Algebra geht

1len Zum abenrechnen tiber (s.

In der Geometrie kann indem man

etwa den formalistli einnimmt und sich folgender
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wlle

cren Bewc hvedibungoen

. . .
tne bodient "Wir betranchten ein liveiecck ABC" (mchreiben

vernnachnulichen"

"tan kononen wir ung folgendermnfien
e
vkt e Zedchnung nle Visualisierung des schriftlichen
alla, was allevdings nicht ganz ithrem konstituierenden
am Bogri ! gerecht wird., Dieser Einwand ist ja vielleicht
I fiy den Unterricht bringt diese Protokollauffassung
b nndere Probl o omil o o# Sie i1sl ausgesproch
el vam Lehior kaum durchzuhalten und erzwingt geradezu
Lol Jtaimalinierte Sprache. Eine solche mag im Dienste
Sincdedls pracriner Aundruckasweise u.a. stehen (und
g ooy Db Literntur zum Beweisenlernen ausgesprochener
Fhetd W oerlieuwen), mie bedeutet aber zugleich eine Erho
pip s oduktiven) Lernnuflwa i (und ist im Geometrieunter
lee B cunnmmen mit den Zirkel-und-Lineal-Konstruktionen

wlnrk zurickgenommen worden). Der Meh:

bowag duvohnun nlen ninnvoll angesehen werden; schadlich
v v epelmapig dadurch, dapg er die Problemlose-Energie der
¥ ahsorhilert Dion geht ja so weit, dap Schiler die Be
Fgabie durin mehen, dnff smie einen Sachverhalt in eine for

cidichitete) Hprache 2zu bringen haben (s. Abschnitt §5).

cw crmcheant o o der Praxis gar nicht die Zeichnung als Vi

dew Pirotokalls, smondern dieses als Verschriftli

oo Uheslogungen und Operntionen an der Zeichnung als heu

) ot Jedenfalls fir den Schiuler, die

Beeom Bl dvam I

P ad wnhehnt vallig in den Hintergrund getreten; er hat

lgebhunden genrboditet, Diea ist ein didaktisch sinnvolles

ci wher sl dda, wo der Variablenbegriff Schwierigkeiten

] pie i der Arithmetik bei jungeren Schiulern. Es

Variablen

caldigt o wieh o nun der Bedarfanamenauffassung von

W Uriomael | ), Tuhrt allerdings keineswegs automatisch
T witr liogt der Variablencharakter eines Dreiecks im
I or ale der elner Zahl, w l es dank der Kontinuitéts
sohntt dew Hpume letchter als stellvertretend fir andere
e Hmpel ) nulpgetapt werden kann, aber man mup davon
i dap e den Scholer i.n. der Individuencharakter domi

tltel der Vernllgemeinerung ist dann, mehrere Individuen zu

auf verschiedene

Fall,

wherhoaupt die Aufmerk ket

hiten und

Sandertalle, Binbettung in den allge inen Enlnr
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'dlle, u lenken. Da ist dann zu prifen, ob der behauptete
chverhalt noch zutrifft, ab wann nicht mehr; und man stopt auf
die Frage, woran es liegt, wenn er nicht mehr zutrifft, man wird

nlso zu deduktivem Schliefen motiviert. Bereits fiir diese Uber-

ZoB.

fizierung und Einbettung von Sonderfallen,

legungen (s. die Diskussion oben unter VI, oder die Identi-
die Anndherung an

Entartungen) erweisen sich stetige Ubergidnge als sehr hilfreich.
Ihr gar nicht zu iliberschatzender Wert liegt aber in der Unter-—
stitzung der Variablenauffassung: Auch wenn nur eine oder meh-

rere Figuren explizit betrachtet werden, so werden dabei doch
be-

sonders wenn man alle wesentlich verschiedenen Fidlle durchlaufen

(iberabzahlbar) unendlich viele durchlaufen, und man hat es,

hat, nicht mehr weit bis zur Allgemeingiiltigkeit.

Dieser Effekt tritt umso leichter auf, je stiarker die durchlau-

fenen Objekte voneinander abweichen, und er unterbleibt eher,

wenn diese Objekte sich zu sehr dhneln, némlich wenn sie als

Figuren kongruent oder adhnlich sind. Z.B. kann man sich mit
einem eindrucksvollen Experiment davon iiberzeugen, dap das Kan-
tenmittensechseck beim Wirfel eben ist (s. Abb. 12 und die Dis-—
kussion des Rotweinbeweises von Heidenreich (1987b) in Ab-
schnitt 4): Man markiert die richtigen Verbindungsstrecken der

Kantenmitten farbig und 14t den Wirfel um die zugehorige Raum-

diagonale rotieren; dann erscheint aus der passenden Blickrich-

tung das Sechseck als Strecke. An dieser Demonstration kann man

nicht vorbeigehen, auch wenn sie dem Beweisbediirfnis abtraglich

ist. Dieses l&Bt sich ersichtlich weder durch den Hinweis auf

die Zeichen- bzw. Wahrnehmungsungenauigkeit (was ware das Expe-

riment dann iberhaupt wert gewesen?), noch durch die Frage wek-
ken, ob denn der Sachverhalt bei allen Wiirfeln gilt (wieso denn
nicht?).

und (sinnvollerweise kontinuierlich)

Man muf hier aus der Ahnlichkeitsklasse heraustreten
zu allgemeineren Quadern
ibergehen.

In diesem Zusammenhang zeigen sich zwei der Mangel der abbil-
dungsgeometrischen Methode: Sie erfordert ein Abwiirgen kontinu-
ierlicher Bewegungsvorstellungen und der damit verbundenen Fa-
Und:
Mittelstufe tiblicherweise iiber Ahnlichkeitsabbildungen nicht
hi

cette des Variablencharakters von Figuren. Man kommt in der

5, mit denen jedoch

Verallgemeinerungen trivial erscheinen

und daher nicht bedeutungsvoll werden.
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{daktinchen Vorzige (mtetiger) Bewegungen bzw. Verfor-

gegeniber Abbildungen (Permutationen)

m renlithtabezogenen Geometrieunterricht Bewegungs—

unpen cnsentiell sind, steht aufer Frage: das Funktio-—
ahlreicher geometrischer Sachverhalte lapt sich ohne

¢ nicht verstehen (s. Bender & Schreiber 1985). Im fol-
«hit en mir nber um die Rolle von Bewegungen im systema-—
den, inmsbesondere beweisenden Unterricht.

it Newepung (bzw. Verformung) verstehe ich nun: Sei TCR
civnll (i.n. [0,1], Ro oder R), E der euklidische Raum

i tdiuehe Bhene), FCE eine Figur. Eine stetige Abbildung

b(t,F) fiir teT) heipt dann Verfor-

Flementargeometrie betrachtet man

o (wober Fi

v Flgur ) In der

goiadentyeue Verformungen (sind A,B,C€F kollinear, dann

. el fir jJedes t). Dies sei ab jetzt mit Verformung
iviihile fApesinlisierung der Definition). Gilt dariiber
At T i (A, ) fir alle teT, A,B€F, d.h. sind alle Ft
o W I, dunn heipt b Bewegung. Z.B. ist eine (abbil-
Wil duehe) Panktapiegelung das ’Ergebnis’ einer Verfor-—
' &l Alifulpe von (abbildungsgeometrischen) zentrischen
gon nm hptegelpunkt, t stetiger Verdnderung des
(IR van 1 bine | unter Durchlaufung des singuléren
lar nl Abfolge von (abbildungsgeometrischen) Dre-—
w den Bptepgelpunkt mit stetiger Verdnderung des Drehwin-
un 0 hiw 1LHO®
g ? O,
(! Y.
L L&V
1
\
Gewinne Funktionen in Abhéngigkeit von t€T interessant.
doe Plhcheninhalt bei der (stetigen) zentrischen Strek-—
poartionnl w Quadrat des Streckfaktors und konstant bei
i igen) Drehung. Oder: Sei F eine Gerade, die den Spie-
niloht en ilt, und betrachtet wird die Schnittmenge
der (wletigen) Drehung in Abhangigkeit von t: Bei 0°
¥, bet 1B0° die leere Menge und dazwischen eine (als
iw obigen Sinn aufzufassende) Punktabfolge auf F.




Die Mengen bzw. Abbildungsschreibweise entwickelt ihre Krafi

erat richtig in der Analytischen Geometrie und ist zunidchst

nicht fur den Unterricht in synthetischer Geometrie gedacht,
sondern dient hier nur der (im Gegensatz zur Abbildungsgeometrie
adiaquaten) mathematischen Beschreibung der Vorstellungen, die so
gut wie jeder, vom Schiiler bis zum Mathematiker, hat, der Geome-
trie treibt oder uberhaupt visualisierte Sachverhalte struktu-
rieren mochte. Diese Vorstellungen gehen auf Alltagserfahrungen
mit (physischen) Korpern und Handlungen mit solchen zuriick und
stitzen sich auf die Idee des starren Kérpers mit seinen (isome-—
trischen) Bewegungen bzw. des partiell starren Kérpers mit Ver-
formungen, bei denen gewisse Eigenschaften erhalten bleiben.
Auch wenn diese Verformungsvorstellungen sich im Laufe des Cur-—
riculums zunehmend vom physikalisch Realisierbaren entfernen, so
bleiben sie dennoch dort verwurzelt und behalten grundsédtzlich

den Charakter des Kontinuierlichen.

Diese Uberlegungen stehen im Einklang mit neueren kognitionspsy-
chologischen Auffassungen zur Verarbeitung von Wahrnehmungs- und
Vorstellungsbildern (s. Klieme 1987:53ff) und werden auch wieder
stdrker in stoffdidaktischen Ansédtzen beriicksichtigt (s. Kiesow
& Spallek 1983).

Die liberragende Bedeutung, die die Mathematikdidaktik verinner-—
lichten (bzw. vorgestellten, was nicht dasselbe ist!) Handlungen
fir kognitive Prozesse zumipBt, braucht wohl nicht erértert zu
werden (s. z.B. Wittmann 1971/1978, 1985, Dorfler 1984, 1987,
Aebli 1985). Allerdings hat man m.E. die Moglichkeiten der Schii-
ler zur Abstraktion i.a. iiberschatzt, als man ihnen z.B. die
Strukturmathematik der 70-er Jahre inklusive Abbildungsgeometrie

zugetraut bzw. —-gemutet hat.

Nicht alle Operationen mit dem partiell starren Korper bediirfen
der Vorstellung des Stetigen, z.B. nicht die Brech- und Heile-
transformationen Freudenthals (1977). Diese sind in der Mengen-—
sprache als Bildung von Teilmengen und Vereinigung entsprechend
einfach darzustellen (wenn man einmal die Besonderheit mit der
Zuordnung des Handes auffier acht 1apt) und bereiten i.a. kaum be-
griffliche Schwierigkeiten. Das Problem besteht meist ’ledig-—

lich’ darin, die geeigneten Schnittlinien, Bewegungen und Ge-

gamtfiguren zu sehen!

Piu wehtnes Beitppiel dst die Veransch lichung des Pythagoras
Cudcon von fchonwald (1987): Die Perforierung erzeuglt zwar eine
Lot duuterliche Vorstellung des Abreipens, aber nicht diese ist

sentlich, mnondern die Verdeutlichung der Identitat der Abreip-
bl dlen o im Antangs und Endzustand.

et wimiioe Korper mil seinen Bewegungen ist eigentlich nichts
(et en nlm die Verkorperung der Kongruenzrelation, und in jedem

iLem in dem diese Relation vorkommt, ist es zumin-—

S temen Ly §

cher Sicht sinnvoll, sie sich entsprechend

ot wum hourinld

{uklid hat diese Verkdrperung explizit verwendet;

teunlialleon
{w Hitheiinchon oder einem vergleichbaren abbildungsgeometrisch

gt tihiteten Hyplem ist sie zwar nicht enthalten; in der

Lulegrumeliie witrd nie selbstredend doch wesentlich gebraucht.

Wahrend {v wher het der sog. kongruenzgeometrischen Methode

mil filheil' wlu Hintergrundtheorie) einen angemessenen Zugang

strie liefert und auch mit deren wei-

Linrorondon Geg

Cor o Ve daut o pgul vertraglich ist, mup mit ihr zwar wohl oder

i Lol e Bantubhrung bei der NUUWN&ESNWNWOEOHWMMDTQS Methode
s1¢ sich dort aber bald als ausgespro-

geletetsl warden ciweinl

o e ubhien cdnpgeliuhirten Schreibweise ist HHAO.HW und F=E zu
Wi bhwes, ol mind nur molche Abbildungen b zugelassen, fir die

» f wilt, unid diese werden gleich als geradentreue Permutatio-—

nufgefapt. Da sind die Stetigkeitsvorstel-

und nls abzubildende Figur mup so etwas (psy-—

e den Huume b1 E

cabonlicnwti gen

bolgini bl VYagen und Unanschauliches wie der ganze Raum genom-—
Wit weiden. Diewer mollte zwar sehr wohl auch ein Betrachtungs-—
Ldekt fuyr die Schiuler werden, aber da sind die unter IV oben

ipedeiteton Mapinnhmen geeigneter als Permutationen, bei denen

flerhalb eines beschrankten Bereichs "nichts

in it malorweline n

e Iml wnd gwnr noch nicht einmal bei Spiegelungen (die nach




Freudenthal (1973:467) noch am ehesten in Frage kommen). Aufler

fte der Raum, auf dem die Permutationen operieren sollen,

als geometrisches Objekt schon vorhanden sein.

In der Praxis des Geometrieunterrichts (mindestens in der BRD)
ist die abbildungsgeometrische Methode wegen all der genannten
Probleme durchweg schon léngst zu einer Variante der kongruenz-
#eometrischen Figurenlehre degeneriert, ohne jeden Algebraisie-
rungsanspruch, mit der Besonderheit, daB nur kanonische Bewegun-—
gen (bzw. Verformungen) zugelassen sind wie Schiebung, Strek-
kung, (als Exot) Scherung u.&a. und daB Schiiler und Lehrer zwar
andauernd Kontinuitatsvorstellungen aktivieren, der Lehrer dabei

aber ein schlechtes Gewissen hat.

Die Eigenschaften der kanonischen Bewegungen bzw. Verformungen
konnen zwar in der Figurenlehre an vielen Stellen niitzlich sein,

ich pldadiere aber dafiir, sie nicht - wie iiblich - in einem aus-

gedehnten Trockenkurs vorab bereitzustellen, sondern sie bei Be-
darf, u.U. auf naive Weise, einzusetzen. Es ist zwar schén, iber

¢ine einheitliche heuristische Strategie zu verfiigen, z.B.

#rundsdtzlich nach Abbildungen (kanonischen Bewegungen bzw. Ver-
formungen) zu suchen, etwa in der Form des beriihmten heuristi-
schen Prinzips von Hiirten (1971): "Bildet man eine Originalfigur
durch eine (oder mehrere) Abbildungen so auf eine Bildfigur ab,
daf Original und Bild in irgendeinem Zusammenhang stehen, so ist
Zu erwarten, daB man aus der Gesamtfigur einen Lehrsatz ablesen

kann." (S. jedoch die Kritik von Heidenreich 1987a.)

Auch wenn es Hiirten mehr um das Finden von Sidtzen geht, wird
seine Strategie doch vielfach als Heuristik fiir das Bewelisen
verstanden. Spédtestens dann allerdings kénnte sie bequem auf die
kongruenzgeometrische Methode iibertragen werden ("zeichne Hilfs-—
linien ein und ..." oder "zerlege, bewege bzw. verforme stetig,
fiige zusammen und ..."). Mit ihrer Allgemeinheit verliert sie
damit an Prédgnanz und Praktikabilitdt. Dariiber hinaus ist sie -
wie jede vergleichbare ’Regel’ - in der Gefahr, andere Herange-—

hensweisen zu verdrangen.

Das Grundmuster bei all diesen Beweisen ist doch, daB zwischen

bestimmten Stiicken (Variablen!) eine Relation herzustellen bzw.

‘uweisen ist, in aller Regel eine MaBgleichheit von Winkeln,
Strecken (Kongruenz!) oder Fladchen. Bei der Abbildungsmethode

tst zusdtzlich die Existenz einer Abbildung nachzuweisen, die
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deren Exintlenz dann auf

i o ticke nulernander abbildet (a
iy finpgliche Helation geschlossen wird). Es ist miv kein ubli-
n nicht bequem auf

ite bekannt, wo n

1T Lohnlt der
iohe Abbildungs - Existenznachweise verzichten konnte (es sei

S oan . en o geht o um den Symmetriegedanken in einer bestimmten Aus—

g aEng)

6ot den suprundeliegenden realen Handlungen werden (auBer in den
fultlen, wo en auf Symmetrie ankommt) so gut wie nie kanonische
Wovrgunpgen durchgefithrt. Solche liegen z.B. besonders fern bei

lfiten zur Prafigurierung der Flédcheninhaltseigen-—

He leganktiv
- Lail wie Tangram: Man braucht sich nur einmal konkret vorzu-

die Teile von einer Figur entnommen und zu einer
snderen oltzt werden (in abbildungsgeometrisch ausge-—
leten Lehrpghangen hat man jedoch auch hier Kongruenzabbildun-—

eine Reminiszenz an diese Auffassungen ist

st lon, wit

SIRVRSE

"1 it Woi ke pgowme n

i Willmannn (1987:306f) Hinweis auf die Fléacheninhaltsinvari-

i+ diemer Abbildungen anldplich solcher Auslegeaktivitéaten).

b dewm cevdepunpgsbeweis fir die Inhaltsgleichheit des
Wiy teobhigen) Parallelogramms ABCD mit dem Rechteck ABEF
Abd 11) wird doch das abgeschnittene, in E rechtwinkli-

vch links transportiert (u.U. aus der

Bivdhooh b drgendwie o
louebiene hernun und nicht notwendig mit einer exakt gedach-
U o bontinuiei liehen Drehung oder Schiebung) und die Seite CB an

;0 dap das Dreieck B’C’E’ entsteht

W BHiohtung A angelegt, ¢

[oube un die Vorstellung des starren Kérpers als Stempel!).
{ " in, dap d (gemapB der Konstruktion zu BCE kon-—
gruspt Bioiecl W'C'E' an ABCD papt, d.h. dap die Winkel ADC
| 0B cusammen 1H0Y grop sind und BC und AD gleich lang sind
fap wlue B0 KY wit ADF identisch ist). Die erste Aussage er-—
ikt (ol onun der Parallelitidt der Parallelogrammseiten, die

hetr zu beweisenden Parallelogrammsatz (im

srliegende Seiten gleich lang).

Lo aun ddom v

i o mand poepgenna

Faiall lugin



das Dreieck BCE und erhalt

auch entlang AB verschieben

s0 direkt die gewiinschte Aussage zusammen mit dem Parallelo
gri satz allein aus den Eigenschaften der Schiebung. Dieser
Schiebungsbeweis ist aus unterrichtssystematischer Sicht jedoch

unredlich: Man hat ja vorher Schiebungen eingefiihrt als Kongru-

enzabbildungen, wo alle (orientierten) Strecken von den Urbild-

zu den Bildpunken parallel, gleich lang und gleich orientiert

sind (eigentlich als Bewegung des starren Kérpers mit paralle-—
len, gleich langen und gleich orientierten Bewegungsspuren), und
als Eigenschaften direkt die Parallelitédt von Urbild- und Bild-

strecken notiert, ohne zu problematisieren, ob alle diese Eigen-

schaften iiberhaupt nebeneinander existieren kénnen und, wenn ja,

ob und wie sie voneinander abhidngen, namlich: Man hat Jja hier

einfach in einem Viereck mit 2 parallelen, kongruenten Seiten

die beiden anderen Seiten ebenfalls als kongruent angenommen und

aus dieser Konstellation auch deren Parallelitét gefolgert.

Ich will mich jetzt nicht fiir eine Problematisierung dieses evi-
denten Sachverhalts an dieser Stelle des Curriculums ausspre-—

chen, aber darauf hinweisen, dap die o.a. Zerlegungsgleichheits—

aussage, die vom selben Kaliber ist, genauso viel bzw. wenig

problematisiert, sprich: bewiesen, werden muf. Und wenn man spa-

ter im Rahmen eines systematisierenden Unterrichts die Zusammen—
hdange doch genauer untersuchen méchte, dann kann man sich jeden—
falls nicht einer in der o.a. Weise eingefiihrten Schiebung als

Beweismittel bedienen.

Mit der Orientierung an einer geometrischen Abbildung hat sich

der Beweis in Nichts aufgelést. Er gibt dem Schiiler keine Gele-—

genheit, eine besondere Einsicht zu gewinnen (wohlgemerkt: es

geht nicht um die Aussage des Satzes, sondern um den Beweis),

und ist daher fiir den Unterricht ungeeignet. Dies liegt an der
an Verfalschung grenzenden Art der Elementari-

Es ist

unvermeidlichen,
sierung von geometrischen Abbildungen fiir den Unterricht.
also genau umgekehrt als in dem viel zitierten Ausspruch von
Breidenbach (1949/1967:54).
mit den folgenden soll lediglich das Thema

Dies 1aBt sich mit vielen weiteren
Beispielen belegen;
variiert werden:

noch etwas

Abb. 11
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Lot

v henden

im gleichuchenkligen Trapez die Dingonnlen kongruent

dem aller-

trischen Bewein (bei

kongrue

Symmetrie etwas zu kurz kame) wére

C und D

der

Idee
Winkel in
ADC BCD Kongruenzsatz SWS anzu-—

Sachverhalt wie in Abb. 11) die Lo-
und mit dem Kongruenzsatz SSW (der
Winkel

v Tt die

gon, dap die kongruent sind, und

n Drerecken und der

w owirde man (beim

d D anul AB fallen
well W

begriunden.

1al

e

rechter ist) die Kongruenz der

0o

Beweis sieht man sofort die Spie-
- Doch miigte
dap
Und schon

ungnpgeomeltrischen

d meint, im wesentlichen fertig zu sein.

den, dap Uberhaupt eine solche Achse existiert,

Itelnenkrechte von AB auch die von CD ist.
Hhorlegungen wie beim kongruenzgeometrischen Vor-
dauernd in der Gefahr sind, doch

obwohl

derlich, die jedoch

fplogelungsargument abgekiirzt zu werden,

lan

iltnnlgheit gerade erst zeigen will.

HWhtzen uber das gleichschenklige Dreieck

i Hehtilern in der Regel noch schwerer, zwischen zu

verwendbaren Tatsachen zu unterschei-
in Beckmann (1986) belegen (s.a.

! um Newe s

Llivotohe Netupiele

ooy Htulenwinkelsatz mit Schiebungen bewiesen

fal wadlieh auch der Lehrer in die Falle getappt: Die

e hedden Hnlbgeraden fir die Stufenwinkel kann er

¢ e Blement fremdheit erzeugen, sondern er muf sie

libhev by npguny oder Parallelverschiebung konstruieren

tile dder hier abwegigen Abstandsgleichheit), und dann

chiebiung gnr nichts.

Wi wn wmil dem Beweis der Kongruenzsatze aus: Wenn der

z.B. SWS als kongruent
Drehung angibt,

Wik Dieiecke, bei denen

i mind, sine die das eine auf das

Pidad hnt er die Vorstellung der Bewegung des

hat

dann

peira benulgl, So er namlich die Kongruenzabbil-

levutl und ithre Eigenschaften eingesehen, insbe-

Aimmnge mind zwei Dreiecke kongruent (mit dem

dann gibt es eine Drehung (o.&a.),

abbildet".

e crpratt! ),

o nul dasn andere Natirlich erkennt er

divune Aumsnge hier nicht angewendet werden kann,

gar

117



da sie ja bereits die Behauptung des Satzes benutzl. Aber en
steht ihm auch keine Aussage zur Verfigung, die nur von der Kon

gruenz 'SWS’' Gebrauch machen wiirde und die er hier anwenden
k6nnte, weil ja immer der starre Kiérper verwendet wurde und da-
mit die Kongruenzsatze praktisch schon vorhanden sind. Auferdem
sind diese sowieso evident, und so lést er tatsédchlich eine ganz
andere Aufgabe als den Beweis, n#mlich "finde die (oder: eine)

kanonische Bewegung von einem Dreieck zum anderen”.

Man braucht sich nicht zu wundern, wenn aufgrund solcher Unter-—
richtserlebnisse die Motivation und Fahigkeit zum Beweisen bei
den Schiilern auf Dauer verschiittet wird. Die ursédchlichen Fakto-

ren seien noch einmal hervorgehoben:

Besonders am Anfang des systematischen Aufbaus (wo zugleich
mit dem Beweisen begonnen wird) geht es um Aussagen, die an-—
schaulich trivial sind und deswegen als Axiome verwendet wer—
den oder jedenfalls die Auswahl von Axiomen so beeinflussen,
dap sie leicht abgeleitet werden konnen.
Wegen dieser Evidenz kommt kein Beweisbediirfnis auf.
s ist unklar, was alles als Pramissen in Frage kommt.
Die Voraussetzungen wirken haufig nicht vorgéngiger als die
Behauptungen.

- Der Beweis liefert keine (zuséatzliche) Einsicht.

Diese Faktoren sind keineswegs an die abbildungsgeometrische Me-—
thode gebunden, sie sind aber typisch fur diese, wie die Bei-
spiele zeigen. Verantwortlich dafiur ist der unanschauliche, be-
tont systematische Charakter der urspriinglichen Abbildungsgeo-
metrie: Deren Begriffe miissen iliberhaupt erst einmal mit erheb-
lichem Bedeutungswandel in die Figurenlehre der Schule transfor-
miert werden, wodurch sie an Klarheit (auch in Beweisen) verlie-
ren. Dazu kommt der Anspruch (unabhédngig von der Schulgeome-—
trie), die klassische euklidische Geometrie (die Figurenlehre
der Schule) zu beinhalten, der am einfachsten dadurch einzulésen
t, dap man gleich deren grundlegende Tatsachen ableitet. Beim
Hinabsteigen in den ’Sumpf’ der anschaulichen Geometrie wird
dann ein gewisses Strenge—Ideal aber nicht aufgegeben: Stetige

Bewegungen (bzw. Verformungen) sind 'offiziell’ nicht zugelas-

s5€n.

S0 kommt es, dap die alten Didaktiker noch betont mit stetigen

Bewegungen bzw. Verformungen arbeiten (s. z.B. Kusserow 1928/

1Y

[T 1950471971 hont in seinen sphteren Auflagen

chen Erkenntnisse uber die ki

Bilohe MUhn, wme puychologi
i ! Heubwelne in der Geometrie mit seiner Begrupfung der
L dibgsgrvmetlitnchen Methode in Einklang zu bringen), dap sie
W heut Wk dm Hoachschulunterricht vorkommen (wie ich aus
L bon Mttt etlunpgen sahlreicher Kollegen weif; s. z.B. auch
{0 b LUty whhirend mie in Schulbichern und im ’offiziel-
Uit ettt tn o mystemntiacher Geometrie (noch nicht in der
P oopmdeut i) verpant mind. Mit Schilern war man in den
b wi TRy in manchen Bereichen der Mathematik
Lo e owmit Htudenten und Kollegen, und es stellte eben
) | & Cinen Mangel an Strenge dar, die Anordnungseigen-—
ften und die Volls g I des Anschauungsraums unhinter—
gt i 1 il i

Uie Hulle von (wiotigen) Bewegungen bzw. Verformungen bei

g = tidisihen Noawelaon

ful Gdin bedrnehite el einige Beweise, fast alle aus dem Ka-

wil viele andere Beispiele iibertragbar.
Lo bttt s artere dich, wie weit eine Verfilmung

iiitzlich ist. Fiir das Folgende unter-—

d untersuche die Rolle von Bewegungen

'# handelt sich nicht um ’Rosinen’, und

(hninche Healisierbarkeit (in einer Zeich-

Film W 1, wnuch wenn man haufig mit Vorstellungen aus-

Biedenen Hoallon, die Bewegungen bzw. Verformungen bei

sind am Ende dieses Abschnitts in einer

sammangenial 11t hie¢ Zuordnung der Beispiele zu dieser

ich; sie hangt u.a. auch davon

' tet nwteht o e ulb g n

Wbt hinupt nle Noweismittel zugelassen sein soll.

g ladiese (e die (mtillschweigende) Voraussetzung der Gil-
Lot dtulgender Hachverhnlte: Das Hilbertsche Axiomensystem
\ o blvemutiminit, vielen davon noch nicht einmal thematisiert

o Anordnungs und Vollstéandigkeitsaxiome); die

i i inlan
I it in reiner, sondern in elaborierter Form, z.B.
{deste, nteht #zu beweisende Sdatze wie Stufenwinkelsatz,
Gl e nntee, KEximtenz von Liangen—-, Winkel-, Flachen- und
Lt wetlere bhtze wie die Strahlensédtze qualitativ ("wenn
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dieses langer wird, dann auch jenes'"), Jordanscher Kurve ntz .

fur Polygone, Eigenschaften der Spiegelsymmetrie (nicht an den
Abbildungsbegriff i.e.S. gebunden), das Kontinuitatsprinzip
(unter Beachtung von Unstetigkeitsstellen, z.B. beim Schnitt-

punkt einer rotierenden mit einer festen Geraden, wenn die = Py

Neigung 0° betragt) usw.

Ein typischer Schlup ist etwa: Eine Halbgerade, die bei einem
Winkel von einem Schenkel um den Scheitel bis zum anderen Schen-

kel rot
vom Nullwinkel aus stetig griéBer, der andere vom gesamten Winkel

'rt, erzeugt dauernd zwei Teilwinkel, von denen der eine

aus stetig kleiner wird; insbesondere gibt es eine und nur eine S0 0l wane crnmt welst Heidenreich darauf hin, dap fir diesen
Winkelhalbierende. 5 {4 cunllereintl wine Healisierung mit wirklichem Rotwein an—
Lon e det owndd dap wehon die Verwendung gefarbten Wassers in
Bei vielen weiteren Satzen (z.B. die Strahlensédtze in quantita- , Luluiube wine Hiilwidrigkeit ist. Aber auch ein Film hitte
tiver Ausformung) hdngt die Behandlung als evident oder beweis-— i {s  liis wetie Vorteile: Man kann den ganzen Vorgang aus meh-
bediurftig, und dann die Entscheidung, ob man sie beweist oder W Uciepeliiven sugleich, auch gegen die Schwerkraft, zeigen,
nicht, von allerlei Faktoren ab: Wie systematisch geht man ins- L it subslten, die besondere Lage farblich herausheben, Zoo-
gesamt vor? Welchen Erkenntnis—, welchen Bildungsgehalt hat der
Beweis? Welche langfristigen Ziele verfolgt man? Welches Niveau
hat die Lerngruppe? Wie groB ist der Aufwand? Usw. Gewisse ; Ciubtbon edniger nrchimedischer Kérper" zur Oktaeder-—
SchluBweisen haben fiir mich eher den Charakter von Plausibili- T { | Uwintensnnchweis) durch Abstumpfen der Ecken
tatsiberlegungen (jedenfalls in der Mittelstufe, wo sie m.E. LoBubl dndt o Mt tamputergrafik kann hier verhindert wer-—
nicht hinreichend streng zu begriinden sind). Man kann sie aber n {.f “ii cines Pall bersieht: Immer wenn die Kanten gleich
auch als Beweismittel akzeptieren: Das Benutzen von Grenzwerten i ¢ dap | Yhaw ldtaaiiahi.

diskreter Figurenfolgen (Aspekt III in Abschnitt 2, Abb. 5, 6,
7) oder das Argumentieren mit Freiheitsgraden bei Eindeutig-
keitsbeweisen (s. Beispiele (iii), (iv), (v), Abb. 14, 15, 16). A

(i) Der Rotweinbeweis fiir den Satz '"das Kantenmittensechseck des i | 7 W, Lo
Wirfels ist eben und regelmapig" (Heidenreich 1987b): Man denkt

sich einen Glaswiirfel voll mit Rotwein auf eine Ecke gestellt e d Winkalhalbierende": Man klemmt in der
(etwa auf einem dreibeinigen Gestell), so daf eine Raumdiagonale Al el s ar Kreis zwischen die beiden Seiten
lotrecht ist, und 1&Bt den Rotwein durch ein Loch ganz unten RIS disaen Kreis dann auf, wobei immer die Bedingung er-
auslaufen. Die 3 Wirfelkanten, die an die Spitze stofen, haben IEBE BIRINS . U008 or die beiden Seiten beriihren soll. Der Kreis
alle dieselbe Neigung gegen die Lotrechte, d.h. alle Kanten des i %0 aiuh dann von der Ecke weg, bis er auch noch an die drit-

Wirfels, die ja zu einer der 3 an der Spitze parallel sind, ha- i wtopit . und damit ist er zum Inkreis geworden, dessen

ben dieselbe Neigung. Beim Auslaufen erreicht der Rotweinspiegel : it hewlesan iat

zunachst gleichzeitig die 3 Ecken, die zur Wirfelspitze benach-

bart liegen, und dann gleichzeitig die 6 Kantenmitten. Damit ist p \
die Ebenheit nachgewiesen. Fiir den Beweis der Regelmédpigkeit mup ﬂA u v
man sich noch ein paar, allerdings nicht allzu fern liegende, ﬂﬁﬁv ) o

Gedanken machen.
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Nun betrachtet man noch entsprechende Folgen von Kreisen aus den
anderen Ecken, und es wird sichtbar, dap der so konstruierte In-
kreis eindeutig ist. Bei einer Verfilmung kann man diesen Ein-
druck von Eindeutigkeit noch vestarken, indem man die drei Fol-
gen im Wechsel blinken 1&Bt, wobei der Inkreis der einzige Kreis
in Ruhe ist (analog zu einer Idee von Ralf Schaper, Kassel). Fir
den Beweis der Eindeutigkeit, der ja mit dieser Visualisierung
noch nicht gegeben ist, kann man nun eine Stufe tiefer steigen
und sich iiberlegen, dap durch den Mittelpunkt eines Inkreises
alle 3 Winkelhalbierenden gehen miissen und es folglich nur einen
geben kann. Hier wird, anders als beim iiblichen Beweis, der Satz
iiber die Mitteneigenschaft der Winkelhalbierenden nur in einer
Richtung gebraucht.

Alle diese Uberlegungen kann man direkt ibertragen auf den sym-—
metrischen Drachen, das Tetraeder und allgemein regelmiapBige Py-
ramiden, sowie auf das duale Problem des Umkreises beim Dreieck,
beim gleichschenkligen Trapez bzw. der Umkugel beim Tetraeder
und allgemein bei regelmidBigen Pyramiden(-stiimpfen).

(iv) "Dreiecksumkreis und Freiheitsgrade” in der Verfilmung von
Nicolet (1958/1971; Wittmann 1985): Gegeben sind 3 nicht-
kollineare (Fix-)Punkte und ein Kreis. Dieser Kreis wird konti-

s.a.
nuierlich verdndert, sein Mittelpunkt und Radius variieren be-
liebig, und zwar zunéchst unabhéngig von den Fixpunkten. Sobald
jedoch der Kreis einen der Fixpunkte beriihrt, kommt er nicht
mehr von diesem los, die Berithrung bleibt bestehen, der Kreis
kann sich nicht mehr ganz frei bewegen. Irgendwann stéBt er an
einen der beiden anderen Fixpunkte, der ihn dann auch nicht mehr
los 1édBt, so dap seine Bewegungsfreiheit noch mehr eingeschrankt
ist, und zwar lauft ab dann sein Mittelpunkt auf der Mittelsenk-
rechten seiner beiden Beriihrpunkte, und der Radius ist durch die
Lage des Mittelpunkts gegeben. SchlieBlich wird der Kreis auch
noch vom dritten Punkt eingefangen und kann sich iiberhaupt nicht
mehr verandern. — Der ganze Vorgang wird mehrfach wiederholt,
und immer ist die Endfigur dieselbe.

Nicolet stellt dabei praktisch auf die Idee der Freiheitsgrade
ab und beweist damit mehr als bei dem oben (beim Inkreis) skiz-
zierten Vorgehen, namlich Existenz (sowieso) und Eindeutigkeit:
Der Kreis hat zunidchst 3 Freiheitsgrade, 2 fiir die Lage des
Mittelpunkts und 1 fiir den Radius (oder: 3 Punkte, durch die er
geht; dann widre die Argumentation jedoch fast schon zirkular),
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FFixpunkte 1 Freiheitsgrad

hat, also eindeutig fest-

gibt nacheini

il

whi, bhis er keinen mehr

Liopgt,

Idee der Freiheitsgrade fiir die Physik oder fiir

fuowichtig diese

dis Krkenntis fundamentaler Zusammenhinge in der Geometrie ist
lisw, #ein sollte), so liegen die Umstédnde meistens doch kompli-
iwiter als in diesem Beispiel, und zwar in der Struktur des Pa-

iwwoterraums und der durch die Bedingungen definierten Unterrdu-
, die auperdem von der Reihenfolge des Vorgehens abhédngen (man
denke etwa an den eingeschrédnkten Kongruenzsatz SSW). Die Idee
Ireiheitsgrade ist ein starkes Mittel, mit dem man sich
plausibel machen kann, und hat bei Eindeutigkeits-
Ihr Einsatz bedingt allerdings geome-
insbe-

L

e
wihverhnlte
Beweiskraft.
Erfonhrung; und sie ist in gewissem Sinn zu grob,
es um Fallunterscheidungen, Vertréglichkeit von
Existenzbeweise u.d. geht (z.B.
Da braucht man h&dufig doch genauere

synthetischen Geometrie,

sunnngen ast
Liitwohe

wenn

sindone
Hedingungen, wenn die 3 Fix-
kollinear sind).
aus der klassischen

falls man sie fiir entbehrlich

Pl
etwa

rechtfertigen,

e logunpgen,

ol tm zu

halt

‘m Beweis das Schwergewicht auf die Phase legen,
sogar direkt da-

[ Pt T NI
Freiheitsgrad vorhanden ist (bzw.
iim #0 die Mittelsenkrechten stdrker ins Spiel zu
dap es Nicolet auch um die

z.B. um die Darstellung

B s#uey o noaoh |

anlanpgen ),

beingen, Allerdir ist zu bedenken,

i hpddiwehen Maglichkeiten des Films,

b i lon Bewegung geht.

tHRY B

Dreiecks schneiden sich in 1
und

Hie 1 Mitteluanlivechten elnes

lowein dazu sei schon gefiihrt,

Hehimon wiy an, de 4

i

Paunkd
des Beweises tiefer zu le-

die 3 Ecken eines Dreiecks

HUun dehe on davum, Ploumibiltint
. B.
dap die Mittelsenkrechten

ein solcher

Mit Wlorgralikh kann man

gon
demonatrieren,

Allerdings bringt

dlavim it

Wil

B Lieren

Sieh o dmmer dn 1L Punkt achneiden.
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CTY PhEe wher wio bl dew Khogeir haben, doap die Schiler nuch

Film wohl kaum icht in den Sachverhalt iiber die Zeichnung

hinaus: Man sieht eben, dap die 3 Geraden immer einen gemeinsa- P feseds Thaden Bie pupulire Methode, von einem Pappdreicck 2
men Schnittpunkt haben; das mup auch so sein; denn das hat man Pobenomhrne e e wn dibe diitte nonzulegen, mit der man die
ja bewiesen. Die Funktion eines solchen Filmes wire eher, den " Pebiens e abignederen o will, st dem Beweisbediirfnis eher

Ubergang zwischen verschiedenen Féllen (stumpf-, recht—, spitz- rrmm bl e fnedes b b hewedslindung erfahrungsgemiap doch
winklig, kollineare Ecken) zu zeigen. il Petaarhbaeh wivd gn hiegrmit nur noch einmal die Winkel
- 1B gumsaaen Abvr dlione Vergewisserung auf einen
Die Einsicht spiirbar vertiefen kénnte man vielleicht folgender-— ! Wi JAULEE U hoi indig von den Schiillern vollzogen,
maBen: Man betrachtet 3 kongruente Kopien des Dreiecks zugleich, BE AHT w) frmnien dhesseugend, dap sie nicht sehen, wieso
die man simultan verdndert. Bei jeder der drei wird eine andere : ! AL Chemedsen et tdarauf weist u.a. Walsch 1972/
Seite mit ihrer Mittelsenkrechten farblich hervorgehoben, und A i R Pie ekt Muthematisierung der Abreip-Idee ist
die anderen Linien werden jeweils nur ganz schwach dargestellt. Hilg fanssd sut drssndadiner Newegung des starren Korpers)
Nun sieht man es erst: Egal wie die 3 Seiten verindert werden, ! ol iee s Anveandunge der Umkehrung des Wechselwinkel-—
die 3 Mittelsenkrechten schneiden sich in 1 Punkt. Die 3 Seiten R Paratiedennnioms gegeben und nicht etwa mit den

konnen némlich gar nicht unabhéngig voneinander variieren; die Poiiar i ees bangen s den entaprechenden Seitenmitten.

Rewegung der Endpunkte einer Seite beeinfluft auch die Lagen der

beiden anderen. Anders herum ausgedriickt: Die 3 Ecken konnen

zwar unabhéngig voneinander bewegt werden, aber jede Bewegung " =" 7/
¢iner Ecke (mit 2 Freiheitsgraden!) zieht die Anderung von zwei . < &4 \ \\\/ M
Mittelsenkrechten nach sich, und deren Schnittpunkt hat nur 1 \ ”

Freiheitsgrad. Wenn man dafiir nun wieder den tieferen Grund ein- \ X

. \ i
#ehen will, geht man noch einmal in den urspriinglichen Beweis.

4 1 c d
N

: T L7040 veipgt nam Beispiel des Winkelsummensat-—

i il e Vardabii ittt von Zeichnungen die Plausibilitat

Pl e gh e it winer Aussage noch einsichtiger gemacht

/ ' Sinke b werden wie in Abb. 17d an den dritten angetra-
Soondes san die heweiaiberlegung durchgefithrt ist, l1apt man

it Winkedl fast wind verfindert die ihm gegeniiberliegende

Abb. 16 i " e sielh o winter und zweiter Winkel verandern. Dadurch
CEonuel ey wine angeltrngene Schenkel, aber der gestreckte
Der Satz ist jetzt erst richtig aussagekraftig geworden. Zu- S et wrhetten, weil die beiden angetragenen Winkel sich

Penrral Bndeen, dthre 'Summe' aber konstant bleibt. Diese

gleich ist durch die Variation des Dreiecks die Einsicht in die

141 o ey Vet

derung ist zu sehen und zu begriinden. Sie

Allgemeingiltigkeit vertieft worden.
satie il wehon mit dem Beweis begriindet, und nicht fiir die—

(vi) Der "Winkelsummensatz fiir das Dreieck" ist m.E. gerade noch ot bbe Beweguigt gebiraucht, sondern fir die Demonstration

einer der ersten sinnvoll zu beweisenden Sidtze. Die Schiiler
sollten ihn selbst finden, etwa durch Betrachten von Dreiecken,

die unter Festhalten eines Winkels deformiert werden, Feststel-

fteledt ey Hilfalinien und diverser Gréfen von der

sor wnd ey duvariang der behaupteten Eigenschaften dabei.

len der gegenseitigen Abhangigkeit der beiden anderen und an- i Ustangawinkelante": Der Scheitel des Umfangswinkels

schliefBendes Messen oo Biastt e gangen Kredn, und es ist genau zu beobachten, wie
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sich die Schenkel zueinander und zu denen des Mittelpunktswin
kels verhalten, insbesondere bei den Ubergingen zwischen den
i.a. 4 durch die Sehne definierten Bégen (s. Abb. 3b).

(viii) Bei der "Umkehrung des Umfangswinkelsatzes” (s. Abb. 4,
18) liefert eine gezielte Bewegung des Umfangswinkelscheitels X
durch eine der beiden Halbebenen an A und B im wesentlichen den
Beweis: Nach dem Umfangswinkelsatz ist das Winkelmap von AXB auf
jedem Bogen iiber A und B konstant. Fiir den Ubergang von X von
einem Bogen zu einem anderen sucht man sich immer eine gliinstige
Stelle, und zwar die Mittelsenkrechte von A und B. Geht man nach
aufen, wird das Winkelmap kleiner, geht man nach innen, wird es

groBer, nach dem Winkelsummensatz fiir AMX und BMX.

Abb. 18

(ix) In Wagenscheins (1968/1974) beriihmtem Beweis dafiir, dap
"der Radius eines Kreises auf diesem genau 6-mal abgetragen wer-—
den kann", ist folgende Passage enthalten: Die Liicke zwischen 2
kongruenten gleichseitigen Dreiecken, fiir die je eine Seite mit
einer gemeinsamen Stiitzgerade inzidiert, die in 1 Halbebene lie-
gen und die genau eine Ecke gemeinsam haben, wird gerade durch
ein drittes kongruentes Exemplar ausgefiillt. Das sieht man, wenn
man sich eine Schiebung zwischen den beiden gegebenen Dreiecken

vorstellt.

Abb. 19

Die Interpretation der Strecke AB als Dreiecksseite und ihrer
Lange als Seitenldnge ist bereits eine Modifikation ihrer ur-
spriinglichen Bedeutung als Bewegungsspur und deren Lénge, un-—
terstiitzt durch das Einzeichnen. Davor hat aber schon einmal
ein, keinesfalls naheliegender, Bedeutungstransfer stattgefun-—
den: Statt ein Dreieck von der 8ffnung her in die Liicke einzu-
passen und dies mit dem Zeichnen der Seite AB anzudeuten (deren
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Lange ubor don Parallelogrommantz ala gleich mit der von CD oden

tte

i lar aber aln leteh dem Abutand der beiden Hohenfu

visihk A hisw noaul  hew, DE erwiesnen wird), mufi man sich eine

r Offnung vor

gl der Handlungestule sinnlose Bewegung quer

slellon

¢ "nach dem Einpassen wird ’gemessen’"

et Varteill der Auffnad

bl wieh m. . noch deutlicher beim 3-dimensionalen Pendant:
winchen ¥ vepgelmipige Oktaederhalften papBt genau ein regel

't (eine Erkenntnis, die schlieplich auf den Satz

A gen Tola

il dup der Houm mit diesen beiden Typen platonischer Kérper

gome s, aher mit keinem allein parkettiert werden kann)."

A N

o b bobhsnnlen ""Hoeherungsbeweis’ fiir den Kathetensatz!

111 foh ol fnhonlinglelct it von I und II, sowie die von

i1 il | 1 v Parmel fur Parallelogramme, die ihrerseits

| Uhw vilogungugleichheit bewiesen worden ist. Die

buntinutertiohs) theitung liefert hier kein Argument, da sie

Sout o ntaes dm Hepmeliiounlerricht normalerweise sonst gar nicht
boimmd sl wenin duch, thre wesentlichen Eigenschaften ver—

feriuedne gonnu nun der Flacheninhaltsformel fiir Paralle-

:leitet werden und nicht aus den

TIE I \ Dretoo ke hery

"1l hutten wltiner Abbildungen.

Bew Uherpgang swinchen 11 und IIT stellt man sich als Rotation
Vi Dap eine mnolche existiert, die II in III uberfiithrt, ergibt
sl h pun der Kongruenz von SWS, und man kann hier natiirlich wie—

Bodeutet swar zunihchst nur, dap man den starren Korper auf ir-

Ltelhng 'n entsprechenden Kongruenzsatz anwenden. Das

gondeinoem Weg von 11 nach IT1I bewegen kann, aber da hier direkt
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ein ausgezeichneter Punkt als Fixpunkt dient, bietet sich eben

die Vorstellung einer Rotation um diesen Punkt an.

Die Bewegungen bzw. Verformungen haben in diesem Fall folgende
Funktion: Sie dienen als Anregungen und Protokolle des Vorgehens
und strukturieren es, indem sie isolierte Zustidnde miteinander
verbinden bzw. zu deren Diskriminierung beitragen. Sie liefern
einen mehr oder weniger wesentlichen Beitrag zum Finden oder
Verkniipfen der Argumente, fiir die die Sprachform allerdings un-—
erlaplich ist (vgl. Winter 1983).

(xi) "Satz von Wallace: Sei P ein Punkt auf dem Umkreis eines
Dreiecks Ai1A2As und Bi1, Bz, Bs die FupBpunkte der Lote von P auf
die 3 Seiten des Dreiecks. Dann liegen Bi1, Bz, Bas auf einer Ge-—
raden"” (s. Wittmann 1987:143f). Der Beweis dieses Satzes soll
hier die o.a. Funktion der Beweisstrukturierung von (stetigen)
Bewegungen bzw. Verformungen illustrieren (auch wenn er fiir den
Unterricht der Pflichtschule weniger in Frage kommt, weil er
einerseits nicht gerade zentral ist, andererseits umfangreiche

Fallunterscheidungen erfordert).

Abb. 22

Man iiberlegt sich zundchst, dap P, Ai, Bj, Bx (fiir i+j¥k3¥i) auf
einem Kreis liegen (Umkehrung des Thalessatzes). Dann 14Bt man
(in dem Fall, der in Abb. 22 dargestellt ist) Bi iiber ki nach
Az, dieses iiber kz nach A2 und dieses iiber kz zuriick nach B:
wandern. Dabei wird dreimal der Umfangswinkelsatz angewendet (im
Kreis ki iiber der Sehne si), und es ergibt sich, dap die Winkel
PB1B2 und PBiBz kongruent sind, also Bi, Bz, Bz auf einer Gera-

den liegen. #
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fulgiund dieser Betoppiele und der Uberlegungen in friheren Ab

hitten lasson sich folgende Funkltionen atel Lger Bewegun

hpw Ver o betr elementargeomelrinchen Beweisen nusmachen:
A o liatern den Bewels selbst (z.B. Existenznachweis mit Ste
tighoitunrpgumenten) .,

i feo v taieten den G ben an den Beweis, indem sie ihn plau

tihiel hew, plausibler machen (z.B. mit der Idee der Frei
holluwpgirade)
| e unlorntitgen die Ri icht in die Allgemeingiiltigkeit
fuer Belmuptung, indem sie viele Fdlle zeigen, Sonderfidlle

ostlgsmeine Falle einbetten (und sie so hervorheben) und

thethaupt thervghnge zwisd n Fallen demonstrieren.
Poripen Vermutungen, Shtze, Beweisideen, indem sie Ver-
e wl dnvarianten zeigen (8. Rotweinbeweis).
| ! fonnlanaeien den Ablaul eines Beweises und strukturieren
It et e s line Bewein'stationen’ verbinden und die

Pralbur i srungsoperationen leiten (z.B. ’Scherungsbeweis’

i = I3 L3 ' ' 1
el e i buge s und mnchen die geometrischen Opera-
! tudurioh g lioher, plausibler.
Tl I 0 chlhgvmeine Bichtweine geometrischer Figuren
| | dlinh b sidnder bich an, die grundsatzlich geome-

Ben i sube s genme i dnchon Denkweisen férderlich ist. #

sher hetant duplt CPant it verbale Erlauterungen notig

i el e sigenlt i he Newein verbnl anhand statisch ge—

| mmeahnnee wetuhi b wivd (m, dazu die grundsdtzliche

N Wemnn L0pd4 1) Hewtimml reicht es auch in vie-

i ¥ ley guse i Newegungon und Verformungen nur in der Vor-
EtEliag 24 vallegishan

Her dlsube an dle Nowelskraft und implizite Beweisvorstel—

langon wla hognitionmpaychologische Probleme

fwodeutaehien Bprachirnum hal man sich besonders viele Gedanken
s Bewedinen dm Untercicht gemacht., Allerdings scheint auch hier
e tatennitat in den B0-er Jahren nachgelassen zu haben: Es ist
e gewinee Kinbichterung eingetreten iiber das in der Unter-—

phelitapranis wu Krveichende und in Verbindung damit eine Abkehr

ma atinchen Aktivitiditen und eine Renaissance der

v "hartlan

fuvendungrorientierung. KEinen starken Schub erhielt diese Ent-—
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wicklung durch das Vordringen des Computers auf vielen unter Aas
richtlich relevanten Ebenen (von der Kognitionstheorie bis hin
zur Verwendung von sog. Rechenbliattern).

Die Uberlegungen sind erkenntnistheoretisch bis stofflich-didak- Anants
tisch-methodisch ausgerichtet (Birger 1979, Freudenthal 1973
u.a., Jahnke 1978, Jahnke & Otte 1979, Mormann 1981, Stein 1986,
Walsch 1972/1975 u.v.a.) und befassen sich hdufig speziell mit
Geometrie (Becker 1980, Holland 1979, 1980, Kratz 1983/1984, 544
Kroll 1980, Lehmann 1977, Lorenz 1977, 1978 u.v.a.). Praktisch
gewonnene Erfahrungen werden hédufig in Form von Testauswertungen
oder globalen Berichten iiber Unterricht veroffentlicht (z.B. a3
Aner u.a. 1979, Becker 1982, Beeskow 1982, Leppig 1979, Schupp
1974, Sprang 1981, Witzel 1981). Aber auch da,
lungen und Fahigkeiten der Schiiler detaillierter erforscht (z.B. i
Bell 1976, Fischbein & Kedem 1979, Galbraith 1981, Hadar 1977/ oy i1
1978, Hennes & Schmidt 1981, 1982, Stein 1986, Williams 1978 mit vhal
durchaus interessanten Ergebnissen, u.v.a.) kommt man m.E. dem

eigentlichen Lehr-Lern—-Prozef nicht geniigend nahe. Dies liegt an

wo man Einstel-

der Anlage der Untersuchungen als Massentests (wenn auch haufig ] "

mit kleiner Population), wo (aus guten Griinden) unterrichtsferne |

Aufgaben ausgewahlt werden (miissen) und die Leistungen (wohl
oder iibel) von den Ergebnissen her, durchaus in kleine Teil- ] Lyl
schritte zerlegt, analysiert werden. i

i "
Fast allen Arbeiten zum Thema unterliegt der Grundsatz der Di- Jukt i
daktik des Beweisens, daf die Schiiller das selbstandige Fiihren ™Y

von Beweisen lernen sollen. Wirde man dieses Ziel im Prinzip luval

aufgeben, dann konnte sich auch der Gegenstand (methodischer Be- \

miithungen und) empirischer Untersuchungen verlagern vom - verein- T

facht ausgedriickt - selbstandigen Fiithren zum selbstédndigen Ver- i

Solche ge- oder mipgliickte Akte des Verste-—
so daB sie eher in Fallstudien

stehen von Beweisen.
hens treten viel haufiger auf,
(in der Schulstube oder im Einzelgespréach) erfaft werden konnen.

Der Menon-Dialog ist ein Prototyp fir solche Fallstudien, auch )

wenn er aus heutiger didaktischer Sicht kein besonders giinstiges

Beispiel darstellt (vgl. die Analyse von Struve & Voigt 1986), T
weil sich der Sklave zwar den Argumenten des Sokrates nicht ent- ) ;
aber keine Gelegenheit zum selbstédndigen Struktu- kais

Verstehen des Beweises erhilt. L BFE

ziehen kann,

rieren, Durchdringen,

Aus den bisherigen Erfahrungen haben sich natirlich auch wichti-
ge Erkenntnisse herausgeschédlt iiber den grundsétzlichen Charak- u

130

. den
Vi
borutt),

wbion

oy

Hen,
v hinen
thllinne

P 1y

Bas

e n

armche

hat. Ube
(1982,

d zeugend

Bewein bei Schulern L

1]

nllem der Ansatz Fiaschbeina der wiedorum nul

danfi ein Beweis zuvirderat die Aufgabe hot, den

"

) : . "
den "bewiesenen’ Sachverhalt zu férdern, und des

(198B6:325) mit

nn

1"

Hleinng den impliziten Beweisvoratlellun

Schuler.

(1979)

Probanden einen Sachverhalt
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URETTIT

fin die Wohrheit eines (mathematischen!) Sach
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Wieie

ur Deckung zu bringen.

s sl wahl o mut die eben inkriminierte Verhaltensweise
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zusitzliche Abreipen und geeignete Anlegen zweier

iecks beim Winkelsummensatz oder die ganze

(z.B. das

Ecken eines Pappdre

Philosophie der Computer-Software ’Geometric Supposer’ von

Schwartz & Yerushalmy 1985).

Das Beweisbediirfnis leidet aber nicht nur bei einem Zuviel an
wenn der Sachverhalt fiir die Schiiler
und es gilt,

sondern ebenso,

unklar, bedeutungslos,
diese Hemmnisse zu beseitigen oder zu vermeiden.

Glauben,

irrelevant o.&d. ist; auch

wo mehrere dieser Gesichtspunkte gliicklich zusam-
"die Proportionalitit von Kreisradius und -um-
’Beweis’

Ein Beispiel,
menwirken, ist
ebenso wie der

fang": Diese erscheint zunachst trivial,
mit Hilfe von Ahnlichkeit o.&a. Der Umfang ist 2zn-mal, also etwa
6-mal so lang wie der Radius, und es ist vollig klar, daB eine

Verlangerung des Hadius um 1 m eine solche des Umfangs um etwa

6 m nach sich zieht, und zwar auch, wenn der Ausgangsradius

40.000.000 m lang ist.
wenn er fir die Schiiler

Sachverhalt wird erst

eine Bedeutung etwa in

Dieser triviale
problematisch,
Form der folgenden Einkleidung erhalt:
Aquator straff um die Erde gespannt. Wieviel langer wird es,
wenn es iUberall 1 m angehoben wird?"” Damit die richtige Antwort
"etwa 6 m" glaubwiirdig wird, braucht man ein Plausibilitatsar-—
gument: "Hebt man ein 1000 km langes Seil vom Erdboden in 1 m
Hohe, dann ’iiberdeckt’ es im wesentlichen dieselbe Linie wie

vorher.” Darin steckt der eigentliche Grund: Die riesige Lange

des Aquators wird in ihrer Wirkung (auf die fragliche Operation)

durch die flache Kriimmung kompensiert. Diesen Zusammenhang kann

man sich nun genauer klar machen, indem man Parallelfiguren von
konvexen Polygonen betrachtet (s. Schreiber 1982). (Das Problem
ist hier bewupt nicht als Denksportaufgabe behandelt.)

Abb. 23
Stein (1986:325) unterscheidet vier Kategorien "impliziter Be-—
weisvorstellungen" bei Schiilern. Danach fassen die Schiiler Be-

weise auf als

"Ein Seil ist entlang dem

.

Pkl ung

B

s

!

(daa kommt dem Lehrziel von Didaktikern und Lehrern

e hnten),

Bewihrveibung den S _:;::K:T_:Ntz:tx.
focliing (dan mochte ich aus geometrischer Sicht noch um
setiultion’ erweittern) oder
sebie hitung (Texte aufl pragnante Form bringen, umgangssprach
ELovidentieorte Woend 'n in Fachsprache ibertragen).
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Efuvda TR m Beweis sind die Schiller in eine Pro-
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Die Ursachen fiir solche Fehlvorstellungen iiber das Beweisen
liegen auch im Unterrichtsprozep: Das fdngt an mit den oben
analysierten zirkuldren Beweisen evidenter Sachverhalte, die das
Beweisverstdndnis gleich zu Beginn auf Dauer verderben kénnen;
das geht damit weiter, dap im normalen Unterricht Beweisver—
stdndnis kaum iiberpriift werden kann und dapB kleinste Ungenauig-
keiten im Ausdruck von irgendeiner Seite zu Fehlvorstellungen
fiihren konnen, die deswegen so schwierig vom Lehrer oder vom
Schiiler zu identifizieren sind, weil sie sich fast identisch mit
richtigen Vorstellungen #uBern; und das wird verstdrkt durch
fachliche, didaktische und methodische Unsicherheit beim Lehrer
und einen verbreiteten Zweifel an der Lehrbarkeit des Beweisens.
- Hier liegt noch ein weites Feld fiir detaillierte Forschung.

Die Neigung zu den o.a. impliziten Beweisvorstellungen konnte
aber auch positiv gewendet werden, zumindest bei Kategorie b),
eventuell zusammen mit c), indem gerade solche Beweise gefihrt
werden, die im wesentlichen aus der Beschreibung des Satzfin-
dungsprozesses bestehen (natiirlich mi¢ den Begriindungen, deren
Notwendigkeit sich dabei aber quasi von selbst ergibt), z.B.:
"Welche archimedischen Kérper gibt es?" (Ein Teil ist in Abb. 13
dargestellt.) Hier geht es nicht um den Nachweis von Existenz,
sondern von Nicht-Existenz; der Beweis wird aber durch das Auf-
finden von einzelnen Objekten geleitet und durch Fallunter-
scheidungen (bei Winkelbetrachtungen) strukturiert; die Objekte
(archimedische Kérper) erscheinen auch handfester als die iibli-
cherweise vorkommenden Beziehungen; und mit dem Beweis wird zu-
gleich ein Produkt hergestellt, namlich das System der Kérper,

also der Satz.

Dieser Satz kann, bei entsprechender Vorbereitung, bereits im 6.
Schuljahr behandelt werden. Er ist selbstredend komplexer und
sein Beweis erheblich umfangreicher als das tbliche, aber gerade
deswegen leichter zugidnglich und daher als Einstieg besser ge-
eignet. Dem steht eigentlich nur die mathematische Systematik
und, ausschlaggebend, die geringe Zeit fiir den Geometrieunter-
richt insgesamt entgegen. Andere zu ’beweisende’ Systematiken:
platonische Koérper, archimedische Parkette, Haus der Vierecke
nach verschiedenen Prinzipien (s. z.B. Neubrand 1981).

Zum Schlup dieses Abschnitts méchte ich noch einmal meiner For—
derung nach bescheideneren Zielen fiir den Unterricht im Beweisen

Nachdruck verleihen:
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Die Analysen von Beweisen, methodische Hinweise, Erarbeitung
allgemeiner Strategien im Unterricht stehen fiir mich nicht im
Dienste faktischer, sondern konstruktibler Genesen: Ziel ist,
einzelne Beweise genetisch zu lehren, d.h. mit der unausgespro-—
chenen leitenden Fragestellung: Wie konnte jemand mit hinrei-
chend viel Zeit, Wissen und Erfahrung auf diese oder jene Uber-
legung kommen? Dabei ist noch geniigend Raum fiir niveauvolle
Eigentatigkeit der Schiiler, und es kann auch Verstdndnis fiir das

Beweisen erworben werden.

6. Die mogliche Rolle des Films bei geometrischen Beweisen

Die Uberlegungen zur Verfilmung von Mathematik und zum Einsatz
des Films im Mathematikunterricht sind fast so alt wie das Me-
dium ’Film’ selbst (s. die Motti in Biirmann 1987 oder Klufmann
1983). Aus 1950 gibt es eine (allerdings nicht allzu ergiebige)
empirische Untersuchung iiber die Wirksamkeit von Filmen im Un-
terricht (Johnson 1950). 1956 hat Strunz eine sensible Analyse
zu den Moglichkeiten und Grenzen eines solchen Einsatzes aus di-
daktischer Sicht geliefert (Strunz 1956); und auf den bisherigen
Visualisierungs—Workshops in Klagenfurt (s. Kautschitsch & Metz-
ler 1982, 1983, 1984, 1985, 1987) erfolgten griindliche Diskus-

sionen mit starkerer Betonung der medialen Seite.

Das Thema ’Beweisen in der Elementargeometrie’ scheint nahezu-
liegen: Versuche dazu sind schon von Denk aus den Jahren um 1950
bekannt (s. Stein 1981:71); und Tahta (1981) berichtet, dap
Jean Louis Nicolet schon seit den 30-er Jahren Filme zur Geome-
trie hergestellt hat, fiir die von Gattegno seit den 50-er Jahren
geworben wurde (s.a. Gattegno 1958/1971). Damit die filmische
Realisierung dieses Themas aber iiberhaupt Sinn haben kann, be-
darf es des Vorliegens einiger Voraussetzungen didaktischer,

psychologischer und methodischer Art:

- Beweise in der Schulgeometrie sind anschaulich zu fihren: dies
ist z.Z. vielleicht nicht die einmiitige, aber doch die herr-
schende Meinung in der Mathematikdidaktik.

~ Kinematisches Denken kann dabei eine tragende Rolle spielen:
dies habe ich in den vorausgehenden Abschnitten nachzuweisen
versucht.

Der Einsatz total festgelegter, abgerundeter Sequenzen steht

den Zielen des Unterrichts nicht entgegen und wird fiir sinn-
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voll erachtet: Mit diemor Maxime iat das Haupthindernis (neben
den technisch-organisntorischen Problemen bei Herstellung,
Verteilung und Einsatz) fiir die Verwendung von Fil n im Un
terricht angesprochen, nimlich die Unterdrickung der Selbstta
tigkeit der Schiiler im Handeln (sowieso) und im Denken.

Natiirlich kann ein Film auch so angelegt sein, dap er z.B. eine
Fragestellung entwirft und die Schiiler zum Agieren und Reflek
tieren auffordert. Aber an diesen Typ ist nicht gedacht, wenn es
um Filme iiber Beweise geht; denn gerade bei diesem Thema hat der
Film kaum mehr zu bieten als die sowieso gebrauchliche Zeich
nung, so lange die entscheidende(n) Idee(n) nicht gerade als
Fertigfabrikat vorgefiithrt werden sollen (bei Verwendung sehr
komfortabler ’interaktiver’ Computergrafik mag diese Einschat
zung revidiert werden miissen; ein solches Grafiksystem ist sei
nem Wesen nach dann aber eher Zeichnung als Film).

Bei der Produktion eines Films kann man sich sowieso nicht hin
reichend genau auf Lerngruppe und -situation einstellen und ge
eignete offene Situationen bereitstellen. Hinzu kommt der Werks
charakter eines Films, der, besonders auch im Hinblick auf die
Ver6ffentlichung, die explizite, zum bloBen Konsum verleitende
Herausarbeitung der entscheidenden Idee(n) unumgédnglich macht.
So kommt als Funktion fiir einen solchen Film die Zusammenfassung
und der Riickblick auf einen Beweis in Frage, aber auch die Be-
weisarbeit selbst, wenn nicht mehr notwendig anzustreben ist,
dap ’die’ Schiiler den Beweis selbst finden (und das rechtfertige
ich mit der Zielrevision, wie ich sie am Ende von Abschnitt 5
formuliert habe). #

Die stoffdidaktischen Funktionen einer Beweisverfilmung sind ge
nau die am Ende von Abschnitt 4 aufgelisteten Funktionen A.-G.
von (stetigen) Bewegungen und Verformungen bei Beweisen. Einige
Realisierungsvorschlige finden sich ebenfalls in jenem Ab-
schnitt.

Zum Erfolg eines solchen Films im Unterricht kénnte der Lehrer
folgendermaBen beitragen (wie immer, eine ’aufnahme’bereite

Lerngruppe vorausgesetzt):

Er hat vorher die Begleitschrift zum Film studiert, ihn sich
mehrfach angesehen, sich dabei u.a. einen Uberblick iiber die

Lange der einzelnen Passagen verschafft und sich grob einen von
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ihm selbst vorzutragenden Begleittext iiberlegt. Soc n fuhrt er
den Film in einem gut durchliifteten, kaum abgedunkelten Raum auf
1 sehr groBen Monitor flimmerfrei, scharf eingestellt usw. vor,

schaltet den Ton ab und spricht seinen Text.

Dabei halt er den Film immer wieder an, weil es ihm und den
Schiilern schwer f&llt, beim Ansehen bewegter Bilder Gedanken zu
fassen, die nicht gerade das Gesehene duBerlich beschreiben. Er
tut dies aber auch, um mit einem Zeigestock auf Einzelheiten
hinzuweisen, Sachverhalte von auferhalb des Films heranzuziehen,
u.lU. weitere Medien wie die Wandtafel zu benutzen und nicht zu-
letzt um Schiileraktivititen aller Art zu erméglichen. Abweichend
von der Konzeption des Films 148t er diesen gegebenenfalls lang-
samer, schneller, riickwdrts laufen usw. (es sollte also ein Vi-

deofilm sein mit komfortabler Technik).

Dennoch mangelt es dem Film (sofern keine Bildteilung vorgenom-—
men wird, die allerdings auch nicht beliebig weit getrieben wer-—
den kann, und sofern er nicht als Standbild geboten wird) an
einer gewissen Flexibilitat gegeniiber dem Cartoon (Geschichte in
mehreren Standbildern (s. Meyer 1979 oder Abb. 9, 13 u.v.a.):
Dort hat man den Ablauf ganz im Blick (Voraussetzung: alle Bil-
der auf einer 'Seite’), und man kann nach eigenem Gutdiinken zwi-
schen den Stationen hin- und herwandern. Diese miissen in optima-—
ler Dichte iiber den ganzen Ablauf verstreut sein; die Lehrerer-
lduterungen sind nach wie vor erforderlich; und die Schiiler
brauchen eine - etwas - groBere Vorstellungskraft zum Sehen ste-

tiger Bewegungen bzw. Verformungen als beim Film.

Die Herstellung von Trickfilmen wird infolge der Fortschritte
bei der Computergrafik zunehmend vereinfacht. Von einem inter-—
aktiven Grafiksystem fiir den direkten Einsatz im Geometrieunter-
richt, das diesen deutlich verbessern wirde, sind wir noch weit
entfernt. Ein solches System miiBte Bewegungen bzw. Verformungen
ebener und rdumlicher Figuren unter Erhaltung beliebiger, leicht
vorgebbarer Eigenschaften erméglichen, und dabei allerprimitivst
handhabbar sein. Die z.Z. fiir die Schule in Frage kommenden Gra-
fiksysteme (inklusive der Igel-Grafik; s. z.B. Schumann 1987)
sind im wesentlichen Nachbildungen der zeichnerischen Geometrie
und dienen vor allem dem schnelleren und prédziseren Zeichnen und
Messen, aber nicht dem Beweisen. Mit seinem Image des Exakten
und Unfehlbaren ist der Computer da eher ein Hindernis fiir das

Beweisbediirfnis.
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Fir einen verbindlichen, auch nui wporndischen, Einsatz im Geo

metrieunterricht ist das Medium "Film' in seiner heutigen Er

scheinungsform infolge fehlender Flexibilitat kaum geeignet.
Dennoch halte ich die Herstellung solcher Filme aus didaktischer
Sicht fiir unentbehrlich; denn die Re-Analyse elementargeometri
scher Beweise unter kinematischen Aspekten ist léangst iiberfil
lig. Ich kann mich Erich Wittmann (zitiert nach Klupmann 1983:
40) hier nur anschlieBen, wenn er sagt: "Produktion von Filmen
ist Konstruktion von Unterricht." Da ist zundchst einmal das

Drehbuch wichtig, aber dann doch auch die Realisierung im Medi
um, selbst wenn diese nicht zur konkreten Verwendung im Unter
richt fihrt. Diese Realisierung hat ndmlich wiederum Riickwir-
kungen auf die Analyse, sie erst ist das wirklich greifbare Er
gebnis der Arbeit, und sie stellt einen &dsthetischen Wert dar.
Sie gereicht also dem Produzenten selbst, aber auch der Diszi

plin ’Geometrie’, zum Nutzen.

Anmerkung: Ich méchte mich bei allen Kollegen bedanken, die mit
mir iber meine Ausfithrungen diskutiert haben, insbesondere bei
Lothar Profke, GieBen, fiir seine detaillierten Bemerkungen zu
einem Preprint dieser Arbeit. Zwar folge ich ihm nicht ganz in
seiner wohlwollenden Einschéatzung der méglichen didaktischen
Leistungen der Abbildungsgeometrie, aber durch intensive Beriick
sichtigung seiner Anregungen insgesamt konnte ich den Text an
verschiedenen Stellen deutlich verbessern.
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