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d) Bis auf ein Ausklammern von 16tG+t)/21 und Hilfs-
variable, mit denen man Doppelberechnungen einsparen
kann, überträgt man die Formeln in c) direkt in ein Pro-
gramm; es wird hie r nicht noch einmal aufgeschrieben. Aller-
dings ist Iür spz eine Funktionsprozedur zu schreiben; sie
arbeitet intern die Ziffern einer gegebenen Zahl a stellen-
weise von rechts ab und baut dabei die Spiegelzahl von z, ent-
sprechend von links auf. Die Programme werden hier in einer
PASCAL-ähnlichen Notation aufgeschrieben; auch die
Gaußklammer und die Hochzahlschreibweise werden der
Lesbarkeit wegen verwendet.

procedure spz(v : integer) : integer;

ygl s. v. gh. rest. resrsrz : inreger:

begin

s:=[1g(n)] +1;
gh:= [(s +1)/2);

rest : = v;

reststz : : gh;

spz:: 0;

wdh spz:: spz 10 + rest - [rest/10] ' 10;

reststz:=reststz-1;
if reststz ) 0 goto wdh;

end spz;

e) Erläuterungen zu dem folgenden Programm: gh zähk
die gut-halbe Stellenzahl wie oben, i durchläuft jeweils die
natürlichen Zahlen von einer Zehnerpotenz bis zur nächsten.
Das Programm wird mit einer if-Bedingung gestoppt, sobald
die erzeugte Palindromzahl größer als die vorgegebene Zahl

(Stellenzahl)

(gut-halbe Stz.)

(wird im folg. stellenw. abgebaut)

(zählt diesen Stellenabbau)

zu werden droht. Es besteht "hauptsächlich« aus der Pro-
zedur entoderweder, welche entweder (hilfe : 1) die Palin-
drome mit 2 ' eh - 1 Stellen oder (hilfe : 0) diejenigen mit
2 'gÄ Stellen erzeugt. Die Funktionsprozedur spz aus d) wird
hier weiter verwendet.

program palindromaufstellung;

var n, i, k, gh: integer;

procedure spz ... ... wie in(4) .. . end spz;

procedure entoderweder (hilfe: integer);

begin

i := 10sh-1;

naechst k :: i' lQgh-hilre+ spz([i/tOhilf']);
(Erstellung der Palindromzahl durch Spiegelung
der vorderen Hälften nach hinten)

if kln goto stop;

*'rite (k);

i ::i+1:
if i < 1Och goto naechst; (i besitzt immer gh Stellen)

end entoderweder;

begin

read(n) (die "Grenz.zahl n ist einzulesen)

gh := 1;

anfang entoderweder (1); (Pal.zah1en mit 2 gh - 1 Stellen)

entoderweder (0); (Pal.zahlen mit 2 gh Stellen)

gh::gh+1;
goto anfang;

stop end palindromaufstellung. tr

Zur Diskussion gestellt

Fehlvorstellungen und Fehlver-
ständnisse bei Folgen und Grenz-
wertenl

Wrfasser: Prof. Dr. Peter Bender, U-GH Pader-

born, Fb Mathematik, Warburger Strale 100,
4790 Paderborn

Auch uenn Folgen und Grenzwerle in den

Anaj sis - Kursen heutzutage knapper behandelt

werden, spielt die Begrffiichkeit nach wie uor

eine zentrale Rolle im Zusammenhang mit infi-
nitesimalem Denken. Bekanntlich liegen bei aü-

r Herrn Professor Fttrz Nnsrrs zum 60- Gcburts-
tag gewidmet.

len Schülern erhebLiche Fehluorstellungen und
-oerständnisse (FVV) uor, die zum Teil auJ
ebensolche bei Lehrern zurückgehen und schon in
der S I angelegt werden. Unter Berücksichtigung
der Literatur über die empirische Forschung wer-
den im Artikel diese FVV anaQsiert. Sie lie-
gen aor im Zusammenhang mit u. a. formaler
Schreibweise; BegrfJ des Haupßtücks; letztem

Fo lgenglied, Dur c hlaufen einer Fo lge ; Sc hrei b -

und Sprechweisen.

1 Vorbemerkungen

Im klassischen Analysis-Kurs wer-
den zuerst Folgen und der Grenzwertbe-
griff behandelt und darauf aulbauend
nacheinander Stetigkeit, Differentiation
und Integration. Es sind eigentlich die
letzten beiden der genannten Kapitel, die

den Kern der Analysis ausmachen, jeden-
falls wenn diese nicht nur als rein mathe-
matisches Gebiet aufgelaßt wird, son-
dern etwas von dem Geist der Anwen-
dungsbezogenheit ausstrahlen so1l, dem
sie ihre überragende Bedeutung ver-
dankt. Bei dieser Reihenfolge besteht je-
doch die Gefahr, daß sie zugunsten der
ersten beiden Kapitel zu kurz kommen.
Daher räumt man inzrvischen in den S II-
Curricula diesen rveniger Umfang und
Gewicht ein bzu,. verlagert sie teilweise
nach hinten. Verschiedene Ansätze und
Argumente dazu sind in dem didakti-
schen Lehrbuch [5] ausführlich darge-
stellt.

Ergänzend sei noch folgender Um-
stand genannt, der es Schulbuchautoren
und Lehrern erleichtert hat, die unter-
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richtliche Bedeutung von Folgen und Ste-
tigkeit niedriger anzusetzen: Es fehlt bei
diesen Themen ein umfangreicher Kal-
kül, mit dessen Beherrschung a1len Betei-
ligten Begriffsverständnis vorgetäuscht
werden kann; und die involvierten ma-
thematischen Situationen sind weniger
komplex und lassen weniger direkte An-
wendungen zu, so daß die am Unterricht
Beteiligten unausweichlicher sich mit der
infinitesimalen Begrif{lichkeit selbst be-
fassen müssen; kurz: bei den Gebieten
,Folgen, und ,Stetigkeit( tritt ein Unter-
richts-Mißerfolg deutlicher zutage als bei
'Differentiarion. und,l ntegration,.

Alierdings stellt der Abbau der ersten
beiden Gebiete eine didaktische Milch-
mädchen-Rechnung dar, jedenfalls wenn
man meint, daß sich ohne einen eigens und
ordentlich behandelten Grenzwertbegriff
(in irgendeiner Form) als Fundament spä-
ter mehr ais nur vage und letztlich falsche
und ungeeignete Vorstellungen und Ver-
ständnisse von den zentralen Fragen, Me-
thoden..und Begriffen der Analysis wie
lokale Anderungsrate u. v. a. m. ausbil-
den. Ein extremes Beispiel wird in der
Logo-Philosophie geliefert, wenn die
Schwäche, nur Streckenzüge und keine
krummen Linien zu kennen (weswegen
z. B. der Kreis als 360-Eck eingeführt
wird), in eine absichtliche Vorprägr-rng
auf die Differentialgeometrie umgemünzt
wird (vgl. [1]). Ob Grundschüler auf Dif-
ferentialgeometrie vorbereitet werden
sollen, sei dahingestellt. Daß Mathemati-
ker und Physiker, wenn sie infinitesimal
denken können, sich Differentiale als
sehr kleine Größen vorsteilen, ist für sie
bestimmt nützlich. Aber wenn noch kein
Grenzwertbegriff da ist, können solche
Vorstellungen mit ihrer Robustheit die
Ausbildung dieses Begriffs auf Dauer be-
hindern (v91. [2], [7]).

Ich möchte nun die Auseinanderset-
zung über das Analysis-Curriculum nicht
weiter verfolgen, sondern auf einige di-
daktische Probleme beim Thema ,(Zah-
len-)Folgen und Grenzwerte, eingehen.
Tatsächlich wird dieses Thema üblicher-
weise in gewissem Umfang nach wie vor
behandelt, auch in der S I wenigstens im-
plizit an verschiedenen Stellen. Seit Com-
puter in den Bereich der allgemeinbilden-
den Schuien gelangt sind, eriebt es in der
didaktischen Diskussion sogar wieder
einen gewissen Aufschwung: Das Aus-
werten von Zahlenfolgen, d. h. das Erzie-
len von im Prinzip beliebig genauen
Ergebnissen durch hinreichend weites
Durchjaufen (endlicher) Anfangsstücke ist
ohne Computer i. a. sehr mühsam bzw.
unmöglich, mit Computer aber trivial,
da dieses iterative (inklusive rekursive)
Arbeiten gerade seine Spezialität ist.

Die Hauptthese der vorliegenden
Arbeit lautet aber, daß diese sog. dynami-
sclzz Auffassung von Folgen, die Schülern
schon immer, also unabhängig vom Ar-
beitsmittei,Computer,, nahegebracht
werden sollte, mit verantwortiich ist für
verbreitete Fehlaorstellungen und -oerständ-

zzssr (FW) vom Begriff des Grenzwerts.
Mit dieser These ist nicht die Konse-
quenz verbunden, die dynamische Sicht-
weise gänzlich zu eliminieren, die ja als
Einstieg und bei Anwendungen überaus
erfolgreich ist. Aber es gibt eine (nicht
zeitliche, sondern epistemologische) Phase
bei der Ausbildung des Grenzwertbe-
griffs, wo eine eher statische Betrach-
tungswäise geboten ist, weil die vorder-
gründig dynamische in die Irre führt.

Der Computer, die Inkarnation dyna-
mischer Vorgehensweisen und damit
eines gewissen Zeitgeists in der westlichen
Welt, verschärft die Problematik mit sei-
ner Suggestion, die Unendlichkeit mühe-
Ios in den Griff zu kriegen. Wenn rnan
Schüler an infinitesimales Denken heran-
führen wi1I, kann die Arbeit mit dem
Computer dafür zunächst nur unterge-
ordnete Bedeutung haben. Oü man Schü-
ler (bzw. welche rnan) an infinitesimales
Denken heranführen wil1, ist seit der Ver-
breitung des Computers nicht mehr und
nicht weniger fraglich als vorher. Jeden-
falls können die numerischen Verfahren,
die sich auf die Schul-Analysis beziehen,.
nicht ohne infinitesimaies Denken ver-
standen und aufKorrektheit geprüft wer-
den. Eine ausführliche Diskussion von
Möglichkeiten und Grenzen des Com-
puter-Einsatzes im Analysis-Unterricht
findet rian in [4].

Es ist nicht ausgemacht, daß es ge-
lingt, in den Lernprozessen der SchüIer
die dynamischen Vorstellungen in den
entscheidenden Phasen der Begriffsbil-
dung auszuschalten und sie dann wieder
zuzulassen. Dies ist m.E. die Hauptaufgabe
des Analysis-Unterrichts, mit deren Lö-
sung dieser steht und fzillt und die derzeit
weltweit in der allgemeinbildenden Schule
nicht gelöst zu sein scheint. Diese Auf-
gabe soll nun am Stoff,Folgen und Grenz-
werte<, dem Prototyp für diese Proble-
matik, dargestellt werden. Das dabei
verwendete didaktische Konstrukt,Grund-
vorstellungen und -verständnisse (GVV),
ist in [2] ausführlich erläutert, erklärt sich
in erster Näherung aber auch von selbst.

2 Formalismus

Folgen sind ein klassisches Anwen-
dungsfeld für das Prinzip der vollständi-
gen Induktion und andere Beweisverfah-
ren oder auch singuläre Beweise. In dieser
Funktion stellen sie an Schüler und Stu-

denten z. T. hohe intellektuelle Anforde-
rungen. Die Schwierigkeiten liegen aber
eher beim Verstehen des Beweisens, be-
stimmter Beweisprinzipien und einzel-
ner Beweise und das hauptsächlich im
arithmetisch-algebraischen und weniger
im inhnitesimalen Bereich. Außerdem
spielt diese Funktion, wenigstens in
Grundkursen, heute keine große Rolle
mehr, so daß ich nicht weiter auf sie ein-
gehe. Es sol1 vielmehr die Begrifflichkeit
im Zentrum der Betrachtungen stehen.

Bei der symbolischen Schreibweise
,a he$t Grenzwert der Folge ("), J"lk
!e > 03pY n2 p: lar- al < e" erschwert
offenbar das gehäufte Auftreten von

Quäntor,Jn und deren Reihenfolge sowie
das Auftreten von Ungleichungen mit Be-
trägen den Zugang ([B]).

Problematisch ist zunächst einmai die
formale Schreibweise, weil man ihr nur
mit Mühe einen Sinn entnehmen kann.
Viel günstiger ist eine Definition wie:
, . ., Jalls in jed.er, noch so kleinen, Umgebung
oon a ein Hauptstück der Folge liegt,, (mit den
diversen bekannten Varianten); nach
dem wohlbekannten Prinzip des Quan-
toren-Versteckens. Natürlich sind die

Quantoren noch da, die Definition ist die-
selbe (eben!), und bei einem konkreten
Konvergenz-Nachweis ist nicht anders
als vorher vorzugehen. Aber der Forma-
lismus und der Abschreckungseffekt sind
weg, und einige Begriffe sind ausgelagert:
Umgebung und Hauptstück.

3 Das Wesentliche einer Folge: die
Hauptstücke

Für GW vielleicht noch günstiger
wäre eine Sprechweise wie: ". . ., falls das

Wesentliche der Folge in jeder, noch so kleinen,

Umgebunguon a liegh, (wobei es auf den Sin-
gular und nicht auf das Substantiv an-
kommt) o. ä., obwohl diese mathema-
tisch ähnlich ungenau ist wie "dla Stamm-
funktion einer Funktion". Für eine Folge
(a,) gibt es ja nicht nur ein Hauptstück,
sondern für jedes natürliche p ist die
Folge (a,),- e ein Hauptsrück von ihr
(und dies sinä auch alle). Aber die Rede
von einem Hauptstück (unter vielen) ver-
leitet dazu, sich eine Folge in verschiedene
Hauptstücke eingeteilt vorzustellen, die
vielleicht abschnittsweise hintereinander
liegen o. ä. Das Wesentldclze dagegen ist die
gemeinsame Eigenschaft aller Haupt-
stücke, nämlich daß ihnen an der ganzen
Folge nur endlich viele Glieder fehlen. Es
ist eigentlich nichts anderes als die Folge
selbst, bei einer beliebigen Nummer an-
fangend, für das man a1so, in Abhängig-
keit vom vorgegebenen e, eine passende
Nummer auswäh1en kann, so daß es in
der e-Umgebung von a liegt.
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In der Mengen-Sprache läßt sich das
Wesentliche einer Folge nicht direkt defi-
nieren; man muß dafür wohl doch die
Begrifflichkeit der Hauptstücke verwen-
den; und es ist fraglich, ob die Vermen-
gung dieses vagen Konstrukts mit mathe-
matisch präzise definierten Objekten wie
in der o. a. Formulierung in den Unter-
richt gehört. Aber zu GVV von Folgen
und Kovergenz gehört dieses Konstrukt,
ob man es nun mit dem Begriff des Haupt-
stücks operationalisiert oder nicht.

Für konvergente Folgen (besonders
deutlich bei Reihen) ist charakteristisch,
daß das numerisch Wesentliche am Anfang
,geschieht, und die Folgenglieder sich mit
wachsenden Nummern immer weniger
voneinander unterscheiden. Gegen die-
ses numerisch Wesentliche ist das infinite-
simal Wesentliche (s. o.) einer Folge deut-
lich abzugrenzen: Ersteres ist an An-
fangsstücke, letzteres (insbesondere auch
die Eigenschaft der Konvergenz selbst)
an Hauptstücke der Folge gebunden.
(Der Ausdruck ,Hauptstück, o. ä. ist m. E.
der Wendung,Endstück, vorzuziehen,
damit nicht wieder der Gedanke an ein
Ende der Folge aufkommt.)

4 Betragsstriche topologisch verstehen!

Die Betragsstriche rühren ungeeig-
nete GVV an, nämlich: zu den beiden ge-
gebenen Zahlen arund a soll eine dritte,
mit diesen gleichberechtigte, ermittelt
werden: Deren Rolle als Abstand tritt in
den Hintergrund, da der Betragsterm
dem Bereich der Arithmetik (Rechnen in
IR), und nicht der Topologie zugeordnet
wird. Eine Schreibweise wie d(a,, a) wirde
wohl eher auf topologische GVV zie-
Ien. Gegen diese sprichr aber die Über-
frachtung mit Symbolen, da ja keine
andere Ausfüilung a1s eben die absolute
Differenz vorliegt. Würde man im IR'
(*> l) arbeiten, hätte man es einfacher
(!), sogar noch mit llan - all, weil auch
diese Symbolik üblicherweise zuerst topo-
logisch und nicht als Rechenanweisung
aufgefaßt wird.

5 Das ,letzte Glied, einer Folge?

Offenbar liegen die Schwierigkeiten
tiefer als nur im Formalismus. In [6] ist
herausgearbeitet, daß bereits für den
scheinbar einfachen Folgen-Begriff un-
geeignete Vorstellungen vorliegen, die
man i. w. darunter subsumieren kann,
daß eine Folge ein letztes Glied (mit der
Nummer @) hat oder daß man mit ihr zu-
mindest ein solches erreichen kann (was
immer hier mit ,erreichen, gemeint sein
soll). Mit verantwortlich für diese FVV
ist eine kritiklose IJbernahme mathemati-

scher Rede- und Schreibweisen in den
Unterricht und unzureichende Sorgfalt
bei der Pflege der GVV.

Das ängt an in der S I, etwa bei der
Approximation von fi: Da wird eine Folge
von Polygonen betrachtet, die immer
mehr Ecken haben, bis sie schli$lich zum
Kreis werden. Selbst wenn der Lehrer
solche fehlerhaften Sprechwe isen vermei-
det, entsteht bei den Schülern leicht der
Eindruck, daß der Kreis das letzte Ele-
ment dieser Folge sei: zum einen aus opti-
schen Gründen; zum anderen, weil es ja
erklärtermaßen um die Ermittlung eines

Grenzuertes durch einen Grenzprozef3 geht:
Auch die verbale Beteuerung, daß man
den Grenzwert nicht erreicht, verhindert
nicht die Vorstellung, daß er am Ende der
Folge steht, da ja das ganze lJnterrichts-
geschehen genau dieses nahelegt; und
wenn die Unerreichbarkeit akzeptiert
wird, dann wird sie mit begrenzter Zeit
und begrenzter Arithmetik von mensch-
lichen und elektronischen Rechnern er-
klärt.

Die unterschwellige Überzeugung.
daß oo eine Art letztes Element einer
Folge sei, findet man nicht selten sogar
bei S Il-Lehramtsstudenten der Mathe-
matik. Diese mag durch Erfahrungen mit
Kompaktifizierungen in der Topologie
verstärkt worden sein; sie geht m. E. aber
auf ungenügende GW aus der Schule
zurück, wo mit dem ,Wert, o recht groß-
zügig umgegangen wird. Es ist schon fas-
zinierend, wie leicht man dieses Monster
,Unendlichkeit., nämlich mittels einer lie-
genden Acht, in den Griff kriegt.

6 Der Grenzprozeß führt nicht zum
Grenzwert!

Ein anderer Typ von Grenzprozeß in
der S I ist die Dezimalbruch-Entwicklung
rationaler Zahlen. Da wird ja üblicher-

1

weise hergeleiter. daß t : 0,3333. ..

ist, postuliert, daß die Gleichung gilt,
uenn man nur unendlich weit geht, schließ-

1_
lich f - 0.3 geschrieben und dies mori-

viert als eine Abkürzungfür die unendlich oie-

lenDreien. Hier wird mit einfachen Wor-
ten und Symbolen, aber unuerfilscht, die
Doppelnatur zum Ausdruck gebracht,
die die Mathematikdidaktik in ihrem
Streben nach,dynamischen, Vorstellun-
gen, dem Grenzwertbegriff unterstellt:
,lim . . ., ist eine Anweisung zur Durch-
führung eines Grenzprozesses und zu-
gleich dessen Resultat ([5]).

Nun ist diese Doppelnatur eines
algebraischen Terms, gleichzeitig eine
Rechenanweisung und deren Ergebnis
darzustellen, eine gängige und nützliche

Auffassung, aber sie versagt, wenn die
Anweisung mit dem Durchlaufen einer
(unendlichen) Folge verbunden ist. Ein
Grenzproz$ Jührt nicht zum Grenzwert, well
er kein Ende hat und selbst wenn er eines
hätte, dieses nie erreichen würde.

Deswegen haben Schüler recht, wenn

sie sich weigern, die Gleichheit 0,3 : +''3
bzw. die noch paradoxere 0.9 - 1 zu
akzeptieren. Sie nehmen hier den pro-
zeßhaften Teil der ihnen beigebrachten
Doppelnatur r.vörtlich und bestreiten mit
Recht, daß dieser Prozeß zum Grenzwert
führt. In [7] findet sich die Beobachtung,
daß Schüler sogar die Symmetrie der
Gleichheitsrelation leugnen, indem sie

1-
z**ar i = 0.3 anerkennen, weil beim

Lesen von iinks nach rechts der Prozeß

wiedergegeben ist. nicht ub.. 0.5 : f.
weil der Prozeß nie beendet werden kann
und damit keine Gelegenheit besteht,

1

": 3 "zusagen.
Wirklich verstanden werden kann die

Gleichung 0,9 : 1 woht nur auf höherem
Niveau. Das Hinschreiben einer unend-
lich langen Dezimalzahl ist nicht so tri-
vial. wie es die drei Punkte suggerieren.
die man nach einigen Stellen hinter dem
Komma setzt. Vielmehrhat maneine Folge
oon abbrecltenden Dezimalzahlen mit immer
mehr Stellen. Bei jedem Hinzufügen
einer Stelle hat man eine neue Zahl. Nun
muß man nicht jede dieser Zahlen in den
Rang eines Folgenglieds erheben, son-
dern kann beim Au{bau der Folge auch in
sehl großen Schritten vorgehen. Abbre-
chende Dezimalzahlen kann man so in
einem einzigen Schritt erhalten. und des-
wegen spielt bei ihnen diese Folgen-Auf-
fassung keine Rolle. Aber zur Darstel-
lung nicht-abbrechender Dezimalzahlen
braucht man bei noch so großen (aber im-
mer endlichenl) Schrittlängen unendiich
viele Glieder (d. h,: endlich r.iele Glieder
reichen niemals). Bei periodischen Dezi-
malbrüchen hat man für den Grenzwert
dieser Folge die Schreibu,eise mit dem
Querstrich. Niemand bezu'eifelt, daß
1im (0,9; 0,99; 0,999; .. ) : 1 ist; und
0,9 : 1 ist dann nur eine andere Schreib-
weise für diesen Sachverhalt.

Insgesamt fürchte ich. daß noch so

sorgfäitige Bemühungen, mit "konkrete In]
Handlungen und Handlungsfolgen (. . .)
infinitesimale Prozesse fzu] induzieren"
(s. It0]) widersprüchlich und damit weit-
gehend zum Scheitern verurteilt sind,
und ich möchte mich eher denjenigen Be-
merkungen des Autors anschließen, mit
denen er selbst zur Vorsicht mahnt bzw.
auf Probleme hinweist.
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7 Ungünstige Schreib- und Sprech-
welsen

Schreibweisen wie ,lim. mit dem Spe-
@ ,_@

zialfall ,!-, unterstützen die Vorstellung
i=0

vom letzten Element. Dabei ist diese
Schreibweise überflüssig;,1i6, genügt

(passend: 't;- i,t. Selbst wenn man'' *=0
meint, den Laufindex z schreiben zu müs-
sen, was man bei (an) in der Form (a,),
oder (ar)r.61* auch nur macht, wenn er
nicht eindeutig ist, dann gibt eine Form
wie ,lim, oder ,lim, weniger Anlaß zu

n neN

Mißverständnissen, ist aber genauso klar.
Etwas anderes ist es mit der Schreib-

weise 'lim, bei der Analyse von Funk-

tionen: die Angabe eines Grenzwerts im
Definitionsbereich (einschließlich sei-
nem Rand) ist erforderlich. Zwar wird da-
durch wieder die Vorstellung vom letzten
Folgenglied genährt, aber diese Schreib-
weise hat. im Folgen-Konzept. sowieso
eine wesentlich komplexere Bedeutung:
Für alle Folgen (x,) im Definitionsbe-
reich mit Grenzwert "16 sind die zugehöri-
gen Folgen (/(x,)) auf Konvergenz zu
prüfen usw. - Wer so weit fortgeschritten
ist, daß er diese Bedeutung erfaßt, sollte
keine Probleme mehr mit der Annahme
eines letzten Folgenglieds haben, so daß
man ihm wohl die übliche Schreibweise
(inklusive xo : @) zumuten kann.

Sogar aus sachlichen Gründen ist
übrigens die Schreibweise ,lim, minde-

stens fragwürdig, da die Folge (z) nicht
konvergiert, so daß die korrekte Aussage
,lim (z) ex. nicht, widersprüchlich wirkt.

Man kann sie retten, indem man 'ni @<

auffaßt als Wachsen über alle Schranken.
Genau diese Aulfassung ist überhaupt,
und nicht nur hier, die adäquate.

B ,Durchlaufen, einer Folge

Das Durchlaufen einer Folge muß
den Schülern in der S I zu einem Erlebnis
gemacht werden (so altmodisch dieser
Ausdruck klingen mag), und zwat zu-
nächst in IN:

Wenn man die natürlichen Zahlen
durchläuft, kommt man an eine Zahl, wo
man ein ganzes Buch braucht, um sie im
Zehnersystem aufzuschreiben. Für die
nächste braucht man wieder ein ganzes
Buch, für die nächste wieder usw. Man
kommt sogar an Zahlen, für die man eine
ganze Bibliothek, sämtliche Moleküle
der Erde, sämtliche Molekü1e des Univer-
sums braucht, und hat immer noch erst
endlich viele, also nichts im Vergleich zur
Menge derer, die noch fehlen, dem Wesent-

lichen. Wenn man bedenkt, daß das alles
schon bei der Menge der Primzahlen so
ist, die im Vergleich zu IN verschwindend
klein ist, wo es vorkommen kann, daß
zwischen zwei Prtmzahlen Trillionen
und Abertrillionen Nicht-Primzahlen lie-
gen! Nun betrachtet man einmal eine

Nullfolge, 
",*u (S-), wo dieselben

Effekte auftreten. l-Isw. - Ohne eine sol-
che GW von Folgen, die auch später
immer wieder verlebendigt werden muß,
ist eine adäquate GVV von Grenzwerten
m. E. kaum möglich.

9 ,Erleben, der Konvergenz mit dem
Computer?

Auf dem Computer lassen sich diese
GVV nur ungenügend ,realisieren,, da
dessen übliche Arithmetik nicht für das
Schreiben großer natürlicher Zahlen vor-
gesehen ist. Insbesondere läßt sich mit
ihm nicht Konvergenz ,erleben,; denn er
kann noch so viele Glieder einer Folge
ausgeben - es sind immer nur endlich
viele. Abgesehen von den Unzulänglich-
keiten, die seine normale Arithmetik mit
sich bringt, nämlich stagnierende Folgen
unabhängig von dem Wert bzw. sogar un-
abhängig von der Existenz des Grenz-
werts (vg1. [9] u. v. a.), birgt ein solcher
Computer-Einsatz aber noch folgende
Gefahr: Indem er das Bildungsgesetz
einer Folge mittels eines meist simplen
Programms scheinbar mühelos in eine
prinzipiell beliebig lange Aufzählung um-
setzt, suggeriert er, daß er ,irgendwie,
den Grenzwert im Griff hätte. - Hat er
aber nicht.

Naclt der Ausbildung eines ordent-
lichen Grenzwert-Begriffs ist der Com-
puter heutzutage unverzichtbar für Be-
rechnungen aller Art in der Analysis und
ihren Anwendungen, aber auch nützlich
zum Erlebenlassen numerischer Effekte
wie die oben genannten oder auch un-
terschiedlicher Konaergenzge sc huindigkeiten,

z. B. bei den beiden F"lc." ( -r 
))

""0 (-!raJ, nachdem man sich durch

theoretische Argumentation von der
Gleichheit ihrer Grenzwerte überzeugt
hat.

10 Folgen als Abbildungen von IN in IR

Ob man lediglich drei oder mit Hilfe
des Computers drei Trillionen Glieder
der Foige betrachtet; im Vergleich zu
dem, was man jeweils hinter sich hat, hat
man noch alles vor sich; und das, was
man noch vor sich hat, wird (bei diesem
Vergleich) nie weniger. Man kommt dem
Grenzwert im topologischen Raum IR

zwar beliebig nahe, aber beim Durchlau-
fen der Folge (abgesehen von den künst-
lichen Fällen, wo der Grenzwert selbst
Folgenglied ist) kommt man ihm keine
Spur näher, weil er in der Folge gar nicht
enthalten ist.

Daß hier zwei Arten aon Nähern vorlie-
gen, wird erst richtig durchsichtig, wenn
man Folgen als Abbildungen von IN in IR
auffaßt. Der Grenzwert ist ein Häu-
fungswert der Wertemenge; aber er hat
(abgesehen von den o. a. künstlichen Fäl-
len) kein Urbild im Definitionsbereich
IN, und es kann keine Rede davon sein,
daß man sich ihm (via Urbild) durch
irgendein Durchlaufen des Defi nitionsbe-
reichs irgendwie nähert. Wenn jedoch
eineZahl ein Folgenglied ist, dannhat sie
ein Urbild in N, und wenn man sich ihr
(via diesem) nähert, dann erreicht man
sie auch in endlich vielen Schritten, und
die Rede von einem Nähern ist erneut be-
deutungslos. (Das weiter unten zu bespre-
chende Paradoxon von ZENoN beruht ge-
nau auf dem Konflikt zwischen dem Nä-
hern in IN und dem in IR.)

Die Auffassung von Folgen als Funk-
tionen kann nicht am Anfang stehen.
Aber sie sollte schon ein Ijnterrichtsziel
sein, zumal sie auf einer elementareren
Begrifflichkeit beruht als mancher Sach-
verhalt, der den Schülern im Analysis-
Unterricht später noch begegnen wird
(2. B. die Ableitungsregel für die Hinter-
einanderausführung von Funktionen).

Mit dieser Auffassung wird auch klar,
daß die Grenzwert-Eigenschaft einer Zahl
bezüglich einer Folge gar nicht von der
Abfolge der natürlichen Zahlen abhängt,
sondern nur von der Wertemenge dieser
Foige. Jede Folge, die aus einer gegebe-
nen konvergenten Folge durch Permuta-
tion der Glieder hervorgeht, hat densel-
ben Crenzwert wie diese. - Diese über-
raschende Tatsache stellt die Bedeutung
der dltnamischen, prozeßhaften, iterativen,
algorithmischen (und was der Schlagwör-
ter mehr sind) Sichtweise oom Grenzwert
doch tiefgehen d in Frage.

Solche Sichtweisen, die auf irgend-
eine Weise zeitliche Abläufe in die Mathe-
matik bringen, wohnen dieser nicht von
vorneherein inne (für diese lJberzeugung
muß man nicht Bourbakist sein), son-
dern es sind Anthropomorphismen (vgl.
[11]), die ihr aufgeprägt werden, weil mit
deren Hilfe sich (auch beim Mathemati-
kerl) häufrg geeignete GVV ausbilden las-
sen. Ihre Eignung steht aber nicht auto-
matisch fest, sondern muß von Mal zu
Mal geprüft werden; und beim Grenz'
wertbegriff fä1lt diese Prüfung negativ
aus. Ist dieser jedoch einmal ordentlich
ausgebildet, kommen sie durchaus wieder
in Betracht.
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11 Der Grenzwert als Abbildung aus
der Menge der konvergenten Fol-
gen nach IR

Auch in direktem Zusammenhang
mit dem Grenzwert kommt funktionales
Denken ins Spiel, näm1ich wenn man
,lim, als eine Funktion aus der Menge der
konvergenten Folgen nach IR auffaßt und
fragt: Was passiert im Wertebereich, wenn
man den Definitionsbereich in gewisser
Weise durchwandert bzw. Elemente des
Dehnitionsbereichs verknüpft u. ä. ?

Bekannte Vorschläge wie die Na-
mensgebung ,Beiwert, o. ä. zielen darauf
ab, diesen Zuordnungscharakter zurn A:us-
druck zu bringen. Aber ich meine, dieser
Charakter sollte formal expliziert werden.
Da wird nicht Formalismus um seiner
selbst willen getrieben, sondern die Uni-
versalität des Funktionsbegriffs erfahren
sowie die Grenzwertsätze strukturiert
und Gleichungen durchsichtig gemacht,
in denen ,lim, auftritt.

Schreiben Schüler solche Gleichungen
auf, so herrscht häufig ein arges Durch-
einander(vgl. [3] u.a.): Ob,lim, voreinen
Term geschrieben wird, fällt der Beliebig-
keit anheim. Schon die Rede vom Term
ist eigentlich nicht korrekt und trägt zur
Verwirrung bei. Es sind Folgen, von
denen da der Grenzwert gebildet wird. und
dies sollte grundsätzlich in der Schreib-
weise zum Ausdruck gebracht werden,
nämlich durch die Klammern. Etwa

',r-, ($#)bedeutet,Grenzwert der

/ 1+12 +6r\
t'otge \ #+ -5 /,. Streng genommen

müßte noch ein weiteres Klammernpaar
geschrieben werden, nämlich die Funk-

tior.klu-.n..n, also lim (##1))
Diese läßt man aber weg, und die übrig-
bleibenden sind die Folgenklammern.

Durch den sog. Grenzübergang \\ter-
den Beziehungen zwischen Folgen zu
Beziehungen zwischen Zahlen, etwa

schleiert sie oft, aufgrund welcher Bezie-
hungen die einzelnen Gleichheitszeichen
gelten. Meistens wird der Grenzüber-
gang nur bei einer einzigen Gleichung ge-
braucht, und alle anderen sind alge-
braisch-arithmetischer Natur, die zwar
auch zwischen Folgen, aber zunächst
zwischen den Folgengliedern bestehen.
Um dies zu betonen, sollte man vor dem
Hinschreiben der lim-Gleichungskette
zuerst diese elementaren Beziehungen
fixieren (ein allgemeines Prinzip der Infi-
nitesimalrechnung), etwa: Weil für jedes

6

r€rN eilr tn-n?,*l-' : 'u* I . o.r-" /n-+5 l*)-
n-

wegen ist . . ., wobei man die Gleichung
14

; = 2 wohl nicht mehr exrra vorher

aufschreiben braucht.

12 Paradoxa

ZrNoN: Natürlich holt Acnrlres die
Schildkröte trotz zehnfacher Geschwin-
digkeit nie ein, wenn der Abstand die
Strecke beträgt, für die er 1 Zeiteinheit
braucht und wir den Wettlau f zu denZeit-
punkten 1; 1,1; 1,1 1; 1,1 1 1; . . . beobach-

ten: Der EinholzeitpunUt 1L ist zwar

Grenzwert dieser Folge, aber wird in
ihr nicht erreicht. AcHnrrs kommt der
Schildkröte noch nicht einmal beliebig
nahe, wenn wir z. B. als Zeitpunkte
1 3 7 ...-
2, + iT-i ... wählen. Diese Wahl der

Zeitpunkte kann man sich als Drehen
eines Films vorstellen, wobei zu jedem
der gewählten Zeitpunkte ein Bild belich-
tet wird. Dabei wird das Prinzip der Zeit-
lupe verwendet: Die Abstände zwischen
den Aufnahmen werden kürzer gemacht,
hier: immer kürzer, und der Film dann
mit konstanter Geschwindigkeit abge-
spielt. Im Film werden beide Läufer
immer langsamer, der Einholzeitpunkt
wird durch die Zeitlupe immer weiter hin-
ausgezögert und bei beiden Filmen nie er-
reicht, egal wie lang man sie laufen läßt.
In der realen Zeit und im Film bei vielen
anderen Folgen von Zeitpunkten (es muß

10 ...nur jf überschritten werden) überholt

Acnrlr-ps selbstverständlich die Schild-
kröte.

Zwischen 0 und * gibt es ebenI
überabzählbar viele Zeitpunkte, unter
denen man sich nur abzählbar viele her-
aussuchen und diese ais Folge auffassen
muß, um den Effekt zu erreichen, daß
man, wenn man diese Folge von Zeit-
punkten (a1s Beobachter) durchläuft, nie

10
den Zeitpunkt f- erreicht und damit

nie die Situation, wo AcnILLrs die Schild-
kröte einholt oder ihr gar voraus ist.
Diese Folge von Zeitpunkten muß weder
monoton sein, noch konvergent sein.

.10
noch gegen f konvergieren, sie muß

nur im halbolfenen Intervall tO; *tliegen.
Nun ist das schöne Paradoxon von

ZnNoN fast ganz entblättert. Man braucht
keinen Wettlauf, sondern nur ein Objekt,
das sich vermöge der Funktionsgleichung
s : -10 + 9' l(wosderOrt, ldie Zeit und
9 die konstante Geschwindigkeit ist)
gleichformig geradlinig bewegt, und

fragt dann. ob für ein , a + der Ort

s(t) : 0 erreicht werden kann. (Im Para-
doxon ist s die OrtsdifJerenz und9 die Ge-
schwindigkeits dilJerenz zwischen den bei-
den Läufern.)

Noch eklatanter ist das Beispiel des
hüpfenden Balls, bei demjeder beobach-
ten kann, daß er nach endlicher Zett lie'
gen bleibt. Wenn man einmal alle Stör-
effekte der Realität und quantenphysika-
lischen Argumente ausschließt und nur
eine geometrische Abnahme der Höhe
(etwa mit dem positiven Faktorl ( 1) und
eine geometrische Abnahme der Zeit
(etwa mit positivem q ( 1) zwischen je
zwei Bodenberührungen annimmt, so
haben sogar noch viele S Il-Lehramts-
studenten der Mathematik im Hauptstu-
dium die Vorstellung, daß ein 8a11, den
ein Neandertaler hüpfen ließ, noch
heute und in a1le Ewigkeit hüpfen müßte,

obwohl sie den Grenzw.., =L der seo-t-q
metrischen Reihe sehr wohl kennen.

Sie unterscheiden nicht zwischen der
realenZeit (die hier als ideales mathema-
tisches Objekt auftritt und mit IR identifi-
ziert ist) und einer Zeit auf der Meta-
Ebene, die beirn gleich;t'drmegez Durchlau-
fen der Folge, also von IN, vergeht (vgl.

[11]). Auch bei diesem Beispiel hilft die
Vorstellung von einer Filmaufnahme in
Zeirlupe und erst recht eine gewisse
Formalisierung: Selbstredend können in
endlicher Zeit unendlich viele Vorfälle
(Bodenberührungen) hintereinander ge-
schehen: Wird die Gesamtzeit durch die
Bodenberührungen in lauter Intervalle
zerlegt und hat das erste die Länge 1 s so-
wie jedes folgende die 0,Bfache Länge sei-
nes Vorgängers, dann ist in 5 s alles vor-
bei.

13 Ztsatnrnenfassung

Die beschriebenen Paradoxa oder
auch die Gleichheit 0,0 = 1 sind m. E.

ti,,(ffi=i^ (#
t+
7

: 2. Die Rede vom Grenzübergang

unterstützt FVV, wenn man dabei an das
Ergebnis des Durchlaufens der Folge
denkt; sie ist nur treffend als Bezeich-
nung für den Ubergang von der Menge
der konvergenten Folgen (Definitionsbe-
reich) in die Menge der Grenzwerte (Wer-
tebereich).

So ökonomisch eine lirn- Gleichungs kette
wirkt, in die sämtliche Rechnungen hin-
eingesteck! sind (2. B. die Herleitung der
Produktregel für die Ableitung), so ver-
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Prüfsteine für wirkliches Durchschauen
des Folgen- und des Grenzwertbegriffs.
Wer meint, solche Probleme SII-Schü-
lern nicht zumuten zu können, der kann
mit seinem ganzen Analysis-Unterricht
zu Hause bleiben, weil er den (meisten)
Schülern damit die Fähigkeit zum infini-
tesimalen Denken abspricht. Daß fortge-
schrittene Mathematikstudenten an sol-
chen Problemen scheirern, wendet sich
gegen die klassische universitäre Mathe-
matik-Ausbildung, die bei aller Tiefe
und formalen Gründlichkeit versäumt,
GVV zu erzeugen, die angehende Lehrer
und Mathematiker brauchen könnten.

Ich habe hier keine Didaktik von Fol-
gen und Grenzwerten vorgelegt und auch
die Literatur nicht systematisch gesichtet,
sondern lediglich einer,r kleinen Aus-
schnitt erkenntnistheoretischer Fragen
zu diesem Thema betrachtet. Allerdings
erscheint mir dieser Ausschnitt für die
Ausbildung infi nitesimalen Denkens fun-
damental. Vielleicht müssen nicht alle an-
gesprochenen Gesichtspunkte im Unter-
richt expliziert werden. Zumindest aber
der Lehrer sollte volle Klarheit über sie
haben, damit FW nicht schon deswegen
entstehen, weil er sie selbst hat und, ob er
will oder nicht, sie mir seinen Außerun-
gen aufdie Schüler überrräqL.
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Diskussion und Kritik

Zu "Energieänderung beim
Einschieben eines Dielektrikums
in das homogene Feld eines
Plattenkondensators<<
(O. Schmidt in MNU 43 (1990)
347-34e)

Von Prof. Dr. Ulrich KöpJ, Fachhochschule

OfJenburg, Badstra$e 24, 7600 OfJenburg

Ich stelle immer wieder fest, daß selbst
Studenten der Elektrotechnik selten erklä-
ren können, wo beim Einschieben eines
Dielektrikums in einen Plattenkonden-
sator die fehlende Energie hinkommt.

Deshalb ist es sehr zu begrüßen, daß
dieses Problem von O. ScHrrrror aufge-
grilfen wurde. Nach der Lektüre kam mir
jedoch der Satz aus dem anschließenden

Beitrag ,Neues von der Wurfparabel"
von Cn. JÄrnr- (MNU 43 (1990) 349-
351) in den Sinn: "Dieser elegante Lehrbuch-
bezueis hinterläjt leider bei meinen Sehülern
das unangenehme Gefühl, überlistet zaorden zu
sein, d.enn so schlüssig er ist, nimmt er doch in

Y;r: 
,,:"' Bezug auf das eigentliche Phäno-

Dabei ist es so einfach, das Auftreten
einer Kraft an dem unteren Plattenrand
in Abbiidung 1 des Artikels als Folge der
Krümmung der Feldlinien und/oder der
Randinhomogenität anschaulich qualita-
tiv zu erklären: Die Kräfte auf die positi-
ven und negativen Enden der Dipole lie-
gen nicht in einer Richtung bzw. die Di-
pole werden in die Richtung zunehmen-
der Felstärke gezogen und beides liefert
eine Kraii in7-Richtung. ..

Daß eine auf solchen tJberlegungen
aulbauende quantitative Berechnung un-
geheuer schwierig ist, zeigt den Schülern

dann umso deutlicher den großen Nutzen
des Energiesatzes bzw. der Beziehung
Fy = dWld) bei pra ktischen Rechnungen.

Schließlich verstehe ich nicht, warum
der Autor die grundlegende Gleichung
(1) nicht kurz ableitet; vielleicht so: der
Kondensator besteht aus zwei parallei
geschalteten Teilen C : Ct+ Qt= ., . mit
dem Energieinhah W(»: 4t(ZQl = .

Die Differenr i arion dW/ d1 = d(Ü / (2 C))/
dt = Fl ist dann auch nicht mehr allzu
schwrerlg.

Erwiderung von Otto Schmidt
Die Einwände von U. Köpr beziehen

sich aufzwei Punkte:
1. Eine anschaulich-qualitative Er-

klärung für die Kraft auf das Dielektri-
kum wurde in meinem Artikel nicht ge-
geben.

2. Es fehlt eine kurze Herleitung der
Formel (1).
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