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Eine aspektreiche geometrische Aufgabe für die Mathematiklehramts-Ausbildung

Pett:r Bender

Eire der schönsten eletnentar-geometrischen Aufgaben ist folgende:

In iler euklidisci.ien Ebene bewegt man sich auf einer Geraden g (Straße). lni Innern

eiirer der beiden Halb-Ebenen befindet sich eine Strecke AB n'tit A * B (Häuser-Zeile)

(Abb. 1). - Von rvelchem Punkt auf g aus sieht man lß unter ntarimllent Winkel?

Man fi1det sie in den verschiedensten Einkleidungen. WntNrR WAI.scrl I (1996) hat

si,: kürzlich unter dem Aspekt der Vielfalt bei Lösungsrvegen zum Zrvecke der Errei-

clrung mathernatik-unterrichtlicher Ziele didaktisch analysierl und allerdings festgestellt,

drrss sie,,ftir die einbezogenen Schüier einen hohen Schrvierigkeitsgrad [besaß, '.. u.a.

u rilvielel mit einem zu engen ... 'suchfeld' an [sie] herangegangen sind" (S. 60).

Ich selbst (BENDER 1998) rvar durch Rolr NEVELING (1991) auf die Aufgabe auf-

n:irksam gervorden. Über die computer-bezogene Diskussion hinaus hatte ich zunächst,

o|ne didaktische Ambitionen i.e.S., einfach Spaß an einer möglichst ,,1ückenlosen" (un-

ti r E,inbezug des zrveiten lokalen Maximums hinter der IIäuser-Zeile) elementar-geome-

ti isclten Durchdringung.'l'rotz rneiner Liebe zur Geomctrie ultd nteiner llochschätzung

rtonrctrischer Berveise habe ich als typisches Produkt dcr weltrve it iiblichen Soziali-

-c:ltton int Mtithematik-Stucliunt die Korrekthc'it rrreiner Übcrler:ungcrt ztrr Sicherheit

zLisätzlich rnit I{ilfe cler Diflerentialrechnung r.rnd dari-ibcr hinaus - rvieder nre}rr zutn

!:,paß - noch einmal mit dem koordinater.r-geornetrischen Kalkül überprüft.

In der Zrvischenzeit hatte STEFAN Görz die Anal.vse von WeLSCtt fortgeführt, mir
:,eine Arbeit (die voraussichtlich 200l erscheint) zur Verfügung gestellt und mich da-

ilurch angeregt, meine Überlegungen zu präzisieren und aufzuschreiben. Dabei ergaben

,rich aufjedem der clrei [,ösungsrvege zusätzliche spezifische Gesichtspunkte, so dass die

\ufgabe sich als noch substanzreicher als gedacht erwies:
eiementar-geometrisch: die Beziehung der beiden lokalen Maxima zueinander;

koordinaten-geometrisch: die Bestimmung von geometrischen Sachverhalten durch

die Analyse von Räunten quadratischer C-ileichungen;

- funktions-analytisch: die Erfordernis der stetigen Ergänzung der betrachteten Funk-

tionen; und
bei allen drei Wegen: die Unterscheidung verschiedener Fälle mit spitzen, rechten

und stumpfen Winkeln.

Die folgende Darstellung soll nun nicht weiter komn.rentiert werden, sondern I'lir sich

sprechen. Zrveifellos würden auch leistungsstarke Oberstufen-Schülerinnen und -Schüler

fiir eine derartige Lösungs-Erarbeitung deutliche llilfen benötigen, und zwar weniger

wegen der involvieften mathematischen Begrifflichkeit, sondern wegen des Aspekt-

Reichtums insgesantt und eines jeden Lösungsweges. Wet-SCHs didaktische Analyse, die
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162 Peter ßender

ja eigentlich aufden Schulunterricht gerrünzt ist, kann direkt daraufübertragen werden.

Diese Verlagerung der Zielgruppe ist kein Alibi zLrrn Behandeln von Aufgaben, die über

dem Schul-Niveau liegen, sondern sie erfi.illt ein dringendes Bedürfnis: Damit der Ma-

thematikuntenicht in der Weise stattfinden kann, rvie ihn WrRlEn WALSCH bescirrieben

hat, muss zunächst einmal bei den Lehrerinnen und Lehrern ein entsprechendes Bild von

Mathematik vorhanden sein, und dafur ist die eigen-köpfige Auseilandersetzung mit

niveauvollen adäquaten Aufgaben eine Voraussetzung. lch meine, diese Aufgabe ist eine

solche.

Elementar-geont etrische Lösung :

Wir betrachten alle

F asskreis-Bögen iiber
der Strecke .48. lhre
Mittelpunkte Z liegen

auf der Mittelsenk-
recliten von AA . Je

kleiner der Bogen. des-

to größer der zugehöri-
ge Umfangswinkel. Es

ist also ein möglichst
kleiner Bogen zu su-

chen, der aber mit der

Straße noch rvenigstens

einen Punkt gemeinsant Abb. 1

hat, darnit von diesem
punkt aus die Häuser-Zeile unter diesem t.Jmfangsu'inkel zu sehen ist. Gesucht ist also

,,der" Kreis, der durch A und B geht soivie g berühr1, bzw. sein Berührpunkt X e g.

Wir betrachten zunächst denlall, dass die Häuser-Zeile nicht paraliel zur Straße liegt

(o.B.d.A. sei der Punkt I näher an der Straße als B). Dann schneidet die Gerade durch I
und B die Straße. Wir nennen den Schnittpunkt S. Nach dem Sekanten-Tangenten-Satz

ist 
l,s,ll l*l=f ,S',tl'. tr,lit dern Thales- unrl dem Katheten-Satz lässt sich l,Wl bestimrnen

und von S aus in beicle Richtungen auf der Straße abtragen, so dass zrvei l3ertilirpunkte

Xr und Xz als Orte lokal maximaler Blick-Winkel entstehen. Die Lote zu g durch diese

beiden Punkte, geschnitten mit der Mittelsenkechten von lB, lief..n dann noch die

beiden Kreis-Mtttelpunkte Z, unrl 22.

Liegt die Häuser-Zeile senkrecht zur Straße. dann sind die beiden so bestimmten

Kreise und darnit die bei{en Blick-Winkel von X1 und,\'2 aus gleichgroß, und diese sind

damit zwei global maximale Illick-Winkel, und zrvar sind sie spitz, rv51! für i : 1 , 2 det

Berührpunkt { auf derselben Seite bezüglich der Geraden durch ;1B liegt wie der

Kreis-Mittelpunkt Zi.

Liegt die Häuser-Zeile schräg zur Straße, so hat ihre Mittelsenkrechte einen Schnitt-

punkt mit dieser. Derjenige Kreis, der näher an diesem Schnittpunkt liegt (etwa der um
'Zt), 

ist ersichtlich kleiner als der andere (Strahlen-Satz), und daher ist der zugehörige

Blick-Winkel größer. Dies gilt auch, rvenn der Mittelpunkt Z, aiuf AB oder gar auf der

Einc aspcktrcich

anderen Seiti

rechter oder r
Stellt man

fester Hä

und festem
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von der zu

rechten Ge

dLrrch ,S, di

um S rotiel

und zrtar sc

sich auf Z
wegt. dann v

auf einen.r K

dessen Ende

liegt, allerdir
t.rie erreic,

(Abb.2).
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anderen Seite von zlB liegt als crer Berührpunkt x,. r)ann ist der Brick-winkel ein
rechter.oder ein sturnpfer, rvährend der BIick-winkel von,t! inrrncr spitz ist.

Stellt man sich, bei
fbster Häuser-Zeile
und festent Schnitt-
punkt S, ausgehend

von der zu lB senk-
rechten Geraden S
durch S. die Geraile
r-rnt .S rotierend vor,
tund zrvar so, dass -l'1

sich auf ;lB zu be-
wegt, dann tiandeft X1

auf einem Kreisbogen,

dessen Ende I in 7E
liegt, atlerdings von 11
nie erreicht rvird
(Abb.2).

," l.t.l 
: loll .,,.

geomctrische unl 
l,s,[11 das arirhrrrcrischc Mirrcl u,,,r 

].s,rl rrrr.l 
'.s0, isr. liegl L tsi_

schen I und 11. Bei der Wanderung des Berührpunkts .Y, in Richtung Z durchläuft cler
Kreis-Nfittelpunkt 21 die Mittelsenkrechte in Richtung lß, erreicht dort Al und läuft auf
der anderen Seite von .tg int Unendliche weiter. Dabei rvird der Kreisbog en AXIB
inrnrer ktirzcr', der Illick-Winkel intrner größer, fL\r Z1 -,11 lvircl er ein rechter.und an_
schIief3end ein intrner gröl3crer stuntpfcr. Winkel.

De r eindeutig bestirnntte global
nraxintale Illick-Winkel ist also der von
.Y1 aus, denr näher an cler Häuser-Zeile
liegenden der beiden Berührpunkte X,
und d. (Bei Drehung der Geraden in die
andere Richtung sind die Rollen von )i1
und X2 sorvie von 21 und, 22 vertauscht.)

Lediglich rvenn die Häuser-Zeile senk_
recht zur Straße g liegt. befindet sich dcr
marimale BIick-Winkel in ,Y1 unil ,\,2
zugleich.

Liegt nun die Häuser-Zeile parallel zur

x,r

s

Abb. 2

B

A

g

Straße (Abb. 3), so ergibt sich mit ähn_
lichen überlegungen wie bis jetzt, aber Abb. 3

rvesentlich einfacher, dass diejenige Stelle 16 der Straße, die genau clenr Mittelpunkt M
der Iläuser-Zeile gegeniiberliegt. den maximalen Blick-winker liefert.
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Berechnung mit Koordinaten-Geometrie:

wir legen das Koordinatens),stenr o.B,ri.A, so über die Szene, dass dic Strecke ,qt auf
der'1,-Ash5. mit dem Mittelpunkt ,4,I im Ursprung liegt, I : (0; h). ß: (rJ;ä) ist (die
Streckenlänge also 2.,4
betragt) und g die 1-
Achse in 10: -k; schnei-
det (also t>ä>0 ist)
(Abb. 4). (Den Sonder-
fall. dass g und m
parallel sind. behandeln
rvir rveiter unten.)

Die Straße rvird mit
der Funktionsgleichung

)':m.x-k beschrie-
ben, wobei rvir aus Sym-
metriegriinden »r > 0 Abb. 4
annehmen können.

Ist z die "v-Koordinate des Mittelpunkts eines F'ass-Kreises i.iber der Häuser-Zeile zjB,
darrn besteht fiir den zugehörigen Raclius r die Beziehung /.2 - h1 r 22. und die Kreisglei_
chung rnit den Koordinaten (.r; y) lautet dann (.r z)) + 1,2 

: h2 + 22. Schneidet man nun
diesen Fass-Kreis mit der Geraden ! : m . x - k. so lautet die ,r-Koordinate

g: Y=m x-*

fiine aspektreiche

Der Blick-Wir

ilr ist spitz bzr

Zeile | + m2<

auch X2 rnit d

spitz seir.r kanr

Nun zu dem

und die Straß

Zeile rvie in

liegen und die

mit t>0 b

Bezeichnunge

des (allgemei

dem Mittelpur
Der Fass-Kre

dann. u'enn

Bedingung ;
k- h bzr. k

rechter bzrv. s

[,ösung mii i)

Sei tr, : u'(x)
die Häuser-i
X:(lm "t

zerlegen l'in
durch die Pat

trennt sind. F

außer (0; - ,t)

kel(Abb. 6).
Wir betra

x > 0, also

Häuser-Zeile

rl(-t) = arctar

x1

X,

z + k.m+ (z + k.nt2 -(k2 - F1.1t+ n21

1+ m2
Je nach dem Vorzeichen der Diskrimi-

nanten entstehen genau zwei Schnittpunkte, genau einer ocler keiner, Die Beclingung

dass senau ein Schnittpunkt entsteht, lautet : - k.nt

x-

xl=

1t2 - n21.1t + m2). Es gibt
also zwei Ilertihrkreise. dcrcn Mittelpunkte Z, tutcl 1-2 clic -i-l(oorclirtalelt:r (rlit derrr
Plus-Zeichen. also,,vor" der IIäuser-Zeile) bzrv.,2 (rnir denr Minus-Zeichen, also,,5in-
ter" der Häuser-Zeile) haben. Die beiden ISerührpunkte haben die -r-Koordinaten

t) ,lK -t1

1 - ,r,'
Im Fall »r = 0. rvo die Häuser-Zeile AB senkrecht auf der Straße g steht, haben beide

Berührkreise den Radius,t und sind die beiden lokal rnaximalen Blick-Winkel gleich-
groß und damit global maximal. In allen anderen Fällen ist der Kreis-Mittelpunkt Z,
dessen Bertihr-PunktX,,,hinter" der Häuser-Zeile lie-et, rveiter von dieser entf'erntals Z1
tttit scinern Bertihr-Punkt -\'1 ,,vor'' clcr l{liuser-Zcile und licfbrt einen _qröf3eren Fass-
Kreis. Z: und,\! liegen inimer beide,.hinter" der l{äuser-zeile, und so ist der Blick-
Winkel von,\l aus immer ein spitzer und clamit auf jeden F'all kleiner als der Blick-
Winkel von ,Y, aus. egal ob dieser spitz, recht oder str-rurpf ist.

Da xr ,.vor" der I]äuser'-Zeile la liegt. ist sein Blick-winkel spitz. wenn 21 auch
,,vor" AB liegt; er ist recht, rvenn 21 - Ay'; und er ist stumpf, wenn Z1,.hinter" ,tr liegt.
- Dicse drei Falle treten ein, wenn nlan in dem o.a. Tenn z> 0,2:0 bzrv.: < 0 ansetzt:

v(r) : 31s1n1
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Der Blick-Winkel ist also vom punkt}, mit der r_Koordinate aus maxirral
,) .)
fi -n
1+ nt2Er ist spitz bzrv. recht bzrv. stuntpf, rvenn clie Verhältnisse zrv ischen Straße und Häuser-,]

K k2Zeile 1 + mz< bzty. I ! nt, bzw. I i mt> lauten. Int L-all rr 0 lieferl

Yo

Abb. 5

K

12n
,)
h- n

,t ,)K -tt-auch X2 mit der x-Koordinate _
i.F den maximalen Blick-Winkel (der dann nur

sititz sein kann).

Nun zu dem Sonderfall: Sind die Häuser_Zeile
und die Straße parallel, dann soll die IJäuser_
Zeile wie in Abb. 4 itn Koordinaten_Systent
Iiegen und die Straße durch die Gleichung _r _ krrit k> 0 beschrieben sein (Abb. 5). tvlit aen
Bezeichnungen w,ie in Abb. 4 gilt ftr den Radius
des (allgcntcirrcn ) Fass-Krcises über ,rB rrrit

dem Minclpunkr Z die Gleichurrg , J;=
Der Fass-Kreis bertihrt die Gerade _r = ,t genau

clarrn, rvenn . 1 ,[F + =. = Ä, r'orlus sich clie

1-2 L)
Bedingung =-la " ergibt.Füi.Ä-/r bzrr.)t-L'A
k:.h bzw' k<h ergibtsich;>0 bzw. z:0 bzw. z<0 undda,ritei,spitzerbzrv
rechter bzw stumpler maximaler Blick-winker, iedes Mar vom punkt ),0 = (A; 0) aus.

['ösung ,it l)iflf'erentiar-Rccrrnung (rrit dcnr Koordirraterrs),stcnr \r ic in Abb. 4):

Sei r,: u,(r) der Blick-Winkel, unter clem
die Häuser-Zeile von dem Straßenpunkt
)( : (-r; rn ,t k) aus gesehen rvird. Wir
zerlegen u,in zu,ei Teil-Winkel zr und v. die
durch die Parallelc zur.i.-Achse drrrclr X ge_
trennt sind. Ftir jeden Beobachtungspunkr X
aul3er (0, -- t) sind r(r) und r,(,r.-) spirze Win_
kel (Abb. 6).

Wir betrachten zunächst lrunkte ,y nrit
.r > 0, also wo lnan im Fall »; > 0 die
Häuser-Zeile von ,,vonte., sieht. Dort ist

rr(r) : 31s1.,(*+.") _ 
",.,.,[?.,,,),

r,(.r) = 61612ni""}:4) =...,.,[T-,,) una w(:;) : i,(,r) r r,(r)

sv

x

z2

X
g: y=m x-k

Abb. 6

-{§

I]
i:
f
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Falls sich x auf crcrscrben,'Hrjhc" wic rrre Hliuscr-Zcile bclrncret (- h s nr, x -. k < h),sind u(x) und v(.r) bcicle positiv. Ansonstcn ist zwar ciner ricr bciclcn f.oil-winkclnegativ' die Surnrne aber itlllncr pt-rsitiv, rvic nran sowohl geornetrisch. als auch durch
Vergieich der bcide n arcran-Argumcntc s{ ,1- l,- k h + k-; * ,i? und /(.r ) = __._ ,t f ür t1 und

v einsieht.
Betrachtet man die Hiiuser-Zeire von ,,hinten,, (,r < 0), so rvird, mit denselben Funkti-onstermen. der winker 

.u(x) crurchweg positiv, der winker r,(_r), mrr grör3erem Betr.ag,durchweg negativ und crer BIick-winkci rr,(r) damit durchweg negariv, rvircr aber nieein rechter oder gar stumpf'cr Winkel.
An der stellc 'r= [) ist rt' zunliclrst nicht rleljnicrt. GcnräIJ ijer. Surnmenlbrnrr:]

.rctan('r)+arctan(r)=rrctrnf 

= 
l ,,.,,,' s.r< 1, nach BnoxsrprN, I. N. ua:Ir-s tJ

'faschenbuch der Mathematik. -'rrrun: Harri Deutsch, 2. Aufl. r995, s.74) ergibt sich

cirnn rr (.r) = r/r.r ) + r.(.rJ - nrclan ( : t,' ., ')
r' - (rrLrd"l 

ffil' 
nttls der Nettner'

inr arctun-Argumcnt positiv ist, r.vas in eincr umgebung von ,r = 0 gcrvährlcistet ist.Ansch.ulrch becrcutct ciicsc Becringung, crass rr,(-r) = lr(.y) 11,(r) cin spitzcr winkclist lrür r('r) 1(r) = I ist rr'1,r.1 ein rccntlr winkcr, r-rnd der arctan-'fernr fiir 1,,(,r) istnicht del'inic.r. rra de' Ncr,cr clcs arclan-,\r.gurrcnts 0 ist Lst schricßrich .r(.r) r(,r.) > r,dann ist rr'('r) ein stunprcr winkel, ur.:l zu,r-, o.:i. arctan-Terrn rur rr,(_r) ist,och 6erwert - r (bei negativcn winkern x,(x)) bzu,. r (bei positr'en rr,(.r)) zu addieren. - 
'runserer Situation könnerr, 

.w 
ic _uesagt, als ntgotrve Blick-Winkel rr (rJ nur spitzc Winkclaul'treten, und die sonderftille sind nur zu b.-Iachren, wcnn ru(r; uncr i,(_r-) beiclc positi'sind, also X sich aulder,,Hijhc" cicr Hiiuscr-Zeile bcfindet. Abcr 6ort kann ciic frunkti.n

.ia als dic Surnnic der hciclen arctan-Terme f.ür ru unrj ,,g".*f,,:i"f,.,,;;;;",l.
Also ist dic Illickrvinkcl_Funktion », auch

1ür cien Fall ,r = 0 und danrit aul- ganz R
definiert, steti-s. cliffbrenzierbar. unJ stetis
differenzierbar, und zwar isr u.(0) = 6. p;i
Abb.7 zeigt den Graph von u,im Fall li = l.,t=2 unJ lr=1.

Nun ist
dw_(,v) = 0dx"

Nur die bei

mal-Stellcn
und, wcnn,
sich bei .i-1 t

Der Win

1.5

x'(-r, ) = 61s

v()) = arctr

und »,(x, )

Im Fall
und der ma.

der Häuscr-
Sei nun

damit größc
,1tKI+llr-<-,
n

Winkel u.'(.

dcr o.a. For

werden.
Es ist r

betrachten,
Dann sei r

rvie in Ab'
gclegt (Abt

Für den

den g wird
durch dic
in die beic

zerlegt. Für

ru(1') - arct

1

Zunächst ist für x + 0
dw,, du. dv-; (x) = -;- (x) + -;- (x)u-L A.X dx

k-h

drc Ablcitung

k+h

0.5

-0.5

Abb. 7

2x + (h- k + m.x)z *2 +(h-k+m.x)z
und rvegen der stetigen Differenzierbarkeit
gilt (unabhängig von nr)
dx' ). h
, (()t = ---:----- I 1; .rt.\ k' _ lt-

x
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'.:rn'x-k<h),,roen Teil-Winkel
h, als auch durclr
fK
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Nun ist

*Al= 0 <+ (k -h).((h+k - m.x)z + *') - (k + h) ((h- k+ m.x)z + xz)dx' '

, k2 -hz
Hi-

7+ m2

lenselben Funkti-
;rößerem Betrag,
rv, rvird aber nie

kortrmen also els Ertrc-

s

Y
x

Y

Abb. 8

'irtl dic heiden Stcllcn r, = 'k'-h'
I. r;

raal-Stel1enfüru,inFrage.Da w(0)=0,n'(.rr)>0 für x>0,x'(:r:)<0 für.r<0 _eilr
iind, wenn .r (positiv oder negativ) über alle Cre nz.en rvächst, 11, gescn 0 geht, handelt es
iich bei -rrl um eine Maximal- und bei -r2 um einc Minirnal-Stellc.

Der Winkel ru hat dort folsende Werte:

Summenformel

EIN, I. N. u.a.:

l. 74) ergibr sich

falls der Nenner

Itw(x) = (lälls der Ncnner im Argurnent positiv ist)

h
und y,(a, ) =

(,( -/r ) (r+/il )-nt.K
Irn Fall nt = 0 ( AB und g senkrecht auleinandcr) srnd »,(rr) und x,(x:) botragsgleich,

und dcr maximale Bliok-Winkel tritt für bsidc Stellcn -r1 ulrd.r1, also lrnks und rcchts von
cler Häuscr-Zeile aul-.

Sci nun nr > 0: Für .r1 ist der Bctrag dcs Ncnners klcrner und dcr Ilctrag dcs Wrnkcls
darnit gröfJer als für-r2. Der Nenner im arctan-Argument bci x; ist > 0. = 0 bzrv. < 0, falls

I + nt2 <#, , n ,r' =5 bzrv. t * nr' ,\. und dies enrspricht den Fällen, dass der

Winkel rr(;r1) spitz, recht bzw. stumpf ist. Im rechtwinkligen Fall kann w(x1) nicht in
der o.a. Forni geschrieben rverden; irn stumpfrvinkligen Fall muss dort noch zr addiert
rvcrdcn.

Es ist schlicßlich noch der Fall zu
hctrachtcn, rlrrss g unr.l AIJ Iulrtllcl sinJ.
Dann sei das Kclordinatensystem wieder
rvie in Abb. 4 bz.rv. wie in Abh. .5 fcst-
gelegt (Abb. 8).

Für den Punkt Y= (,t; 1') aul der Gera-
den g wird der Blick-Winkel lr,C),) wieder
durch dic waagrechtc Gerade durch )'
in dic beiden Teil-Winkel r(1,) und y(y)

zerlcgt. Für dicse ist

/1,+'t,)
a(y)=arctrrnl r I und

(k )
/r,-.,\

v()')=arctani" 'I.
I,k )

v

x

M

A

hrleistet ist.
spitzer Winkel

n für w(x) ist
r s(r) . t(x) > 1,
x) ist noch der
u addieren. - In
ru spirze Winkel
) beide positiv
m die Funktion
t.

I

B
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Die Funktion u,(.y) = 11(_y) + i,(1,) har (rnit } = I
dargestellt.

Für sie ist allgerricin
dw du dv
;() )- ;r) )T 

-()')ct), d)' d\,

_kk..= _ -.___ , ____-=__=, und otcserk'+(r+.\')- k'+t/r-r.t.
Ausdruck ist genau dann 0, wenn die
beiden Nenner gleich sincl. Dies wiederunr
ist gcnau l'iir y * 0 cler Fall.

Nur die Srclle f0 - (k; 0) kommt also I'ür
den maximalen Blick-Winkel in Frage.
Dort ist der Blick-Winkel u,(0) jectenfalls
positiv. und u,enn 1, (positiv oder negativ)
über alle Grenzen wächst, gehen u und v
rnit. entgcgerlgesetztern Vorzcichcn gegen

.rt - und !1 gcgcn U. so dass tltsrie lrlit.lr ),,r

ein"e Ma*irnal-Stel le rst.
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