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Peter Bender

Eine der schonsten elementar-geometrischen Aufgaben ist folgende:
In der euklidischen Ebene bewegt man sich auf einer Geraden g (Strafe). Im Innern
einer der beiden Halb-Ebenen befindet sich eine Strecke AB mit A # B (Héuser-Zeile)
(Abb. 1). — Von welchem Punkt auf g aus sicht man 4B unter maximalem Winkel?

Man findet sie in den verschiedensten Einkleidungen. WERNER WALSCH (1996) hat
sie kiirzlich unter dem Aspekt der Vielfalt bei Losungswegen zum Zwecke der Errei-
chung mathematik-unterrichtlicher Ziele didaktisch analysiert und allerdings festgestellt,
dass sie fiir die einbezogenen Schiiler einen hohen Schwierigkeitsgrad [besa, ... u.a.
weil viele] mit einem zu engen ... ‘Suchfeld* an [sie] herangegangen sind* (S. 60).

Ich selbst (BENDER 1998) war durch ROLF NEVELING (1997) auf die Aufgabe auf-
merksam geworden. Uber die computer-bezogene Diskussion hinaus hatte ich zunéchst,
ohne didaktische Ambitionen i.e.S., einfach SpafBl an einer moglichst ,liickenlosen® (un-
ter Einbezug des zweiten lokalen Maximums hinter der Hauser-Zeile) elementar-geome-
trischen Durchdringung. Trotz meiner Liebe zur Geometrig-und meiner Hochschitzung
geometrischer Beweise habe ich — als typisches Produkt der weltweit tiblichen Soziali-
sation im Mathematik-Studium — die Korrektheit meiner Uberlegungen zur Sicherheit
zusitzlich mit Hilfe der Differentialrechnung und dariiber hinaus — wieder mehr zum
SpaB — noch einmal mit dem koordinaten-geometrischen Kalkiil tiberpriift.

In der Zwischenzeit hatte STEFAN GOTZ die Analyse von WALSCH fortgefiihrt, mir
seine Arbeit (die voraussichtlich 2001 erscheint) zur Verfiigung gestellt und mich da-
durch angeregt, meine Uberlegungen zu prézisieren und aufzuschreiben. Dabei ergaben
sich auf jedem der drei Losungswege zusitzliche spezifische Gesichtspunkte, so dass die

Aufgabe sich als noch substanzreicher als gedacht erwies:
- elementar-geometrisch: die Beziehung der beiden lokalen Maxima zueinander;

— koordinaten-geometrisch: die Bestimmung von geometrischen Sachverhalten durch
die Analyse von Rdumen quadratischer Gleichungen;

— funktions-analytisch: die Erfordernis der stetigen Ergdnzung der betrachteten Funk-
tionen; und

— bei allen drei Wegen: die Unterscheidung verschiedener Fille mit spitzen, rechten
und stumpfen Winkeln.

Die folgende Darstellung soll nun nicht weiter kommentiert werden, sondern fiir sich

sprechen. Zweifellos wiirden auch leistungsstarke Oberstufen-Schiilerinnen und -Schiiler

fiir eine derartige Losungs-Erarbeitung deutliche Hilfen bendtigen, und zwar weniger

wegen der involvierten mathematischen Begrifflichkeit, sondern wegen des Aspekt-

Reichtums insgesamt und eines jeden Losungsweges. WALSCHs didaktische Analyse, die
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ja eigentlich auf den Schulunterricht gemiinzt ist, kann direkt darauf iibertragen werden.
Diese Verlagerung der Zielgruppe ist kein Alibi zum Behandeln von Aufgaben, die tiber
dem Schul-Niveau liegen, sondern sie erfiillt ein dringendes Bediirfnis: Damit der Ma-
thematikunterricht in der Weise stattfinden kann, wie ihn WERNER WALSCH beschrieben
hat, muss zunschst einmal bei den Lehrerinnen und Lehrern ein entsprechendes Bild von
Mathematik vorhanden sein, und dafiir ist die eigen-kopfige Auseinandersetzung mit
niveauvollen addquaten Aufgaben eine Voraussetzung. Ich meine, diese Aufgabe ist eine
solche.

Elementar-geometrische Losung:

Wir betrachten alle
Fasskreis-Bogen iiber
der Strecke AB. Ihre
Mittelpunkte Z liegen
auf der Mittelsenk-
rechten von AB. Je
kleiner der Bogen, des-
to groBer der zugehori-
ge Umfangswinkel. Es
ist also ein moglichst
kleiner Bogen zu su-
chen, der aber mit der
Strafle noch wenigstens
einen Punkt gemeinsam Abb. 1
hat, damit von diesem
Punkt aus die Hiuser-Zeile unter diesem Umfangswinkel zu sehen ist. Gesucht ist also
. der* Kreis, der durch 4 und B geht sowie g beriihrt, bzw. sein Beriihrpunkt X € g.

Wir betrachten zunichst den Fall, dass die Hauser-Zeile nicht parallel zur Strafe liegt
(0.B.d.A. sei der Punkt A niher an der Stral3e als B). Dann schneidet die Gerade durch A
und B die StraBe. Wir nennen den Schnittpunkt S. Nach dem Sekanten-Tangenten-Satz

ist lgHS_B\ = mz. Mit dem Thales- und dem Katheten-Satz ldsst sich

und von S aus in beide Richtungen auf der StrafBe abtragen, so dass zwei Beriihrpunkte
X, und X; als Orte lokal maximaler Blick-Winkel entstehen. Die Lote zu g durch diese
beiden Punkte, geschnitten mit der Mittelsenkrechten von AB, liefern dann noch die
beiden Kreis-Mittelpunkte Z, und Z,.

Liegt die Hauser-Zeile senkrecht zur Strafle, dann sind die beiden so bestimmten
Kreise und damit die beiden Blick-Winkel von X; und X, aus gleichgro, und diese sind
damit zwei global maximale Blick-Winkel, und zwar sind sie spitz, weil fur i =1, 2 der
Beriihrpunkt X; auf derselben Seite beziiglich der Geraden durch AB liegt wie der
Kreis-Mittelpunkt Z;.

Liegt die Hauser-Zeile schrag zur Strafe, so hat ihre Mittelsenkrechte einen Schnitt-
punkt mit dieser. Derjenige Kreis, der ndher an diesem Schnittpunkt liegt (etwa der um
7)), ist ersichtlich kleiner als der andere (Strahlen-Satz), und daher ist der zugehdrige
Blick-Winkel groBer. Dies gilt auch, wenn der Mittelpunkt Z, auf AB oder gar auf der

?/\7| bestimmen

Eine aspektreich

anderen Seitt
rechter oder ¢
Stellt man
fester Ha
und festem
punkt S, ¢
von der zu
rechten Ge
durch S, di
um S rotie
und zwar so
sich auf Al
wegt, dann v
auf einem K
dessen Ende
liegt, allerdir
nie  erreic!
(Abb. 2).
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anderen Seite von AB liegt als der Beriihrpunkt X,. Dann ist der Blick-Winkel ein

rechter oder ein stumpfer, wihrend der Blick-Winkel von X, immer spitz ist.
Stellt man sich, bei

fester Hiuser-Zeile

und festem Schnitt-
punkt S, ausgehend

von der zu AB senk-
rechten Geraden g g,
durch S, die Gerade
um S rotierend vor,
und zwar so, dass X
sich auf 4B zu be-
wegt, dann wandert X,
auf einem Kreisbogen,
dessen Ende L in AB
liegt, allerdings von X,
nie  erreicht  wird
(Abb. 2).

Da \gl =

Abb. 2

@\/_, das

geometrische und

E/‘\ﬂ das arithmetische Mittel von

32] und @‘ ist, liegt L zwi-
schen 4 und M. Bei der Wanderung des Beriihrpunkts .X; in Richtung L durchlduft der
Kreis-Mittelpunkt Z, die Mittelsenkrechte in Richtung ZE, erreicht dort A und lduft auf
der anderen Seite von AB ins Unendliche weiter. Dabei wird der Kreisbogen 4X,B
immer kiirzer, der Blick-Winkel immer grofer, fir Z, = M wird er ein rechter und an-
schlieBend ein immer groBerer stumpfer Winkel
Der eindeutig  bestimmte global
maximale Blick-Winkel ist also der von 9
X1 aus, dem niher an der Hiuser-Zeile
liegenden der beiden Beriihrpunkte X,
und X;. (Bei Drehung der Geraden in die
andere Richtung sind die Rollen von X, Y
und X; sowie von Z; und Z, vertauscht.) 'Zo 0

B

/ ,
Lediglich wenn die Hauser-Zeile senk- w
A

recht zur Strafle g liegt, befindet sich der
maximale Blick-Winkel in X, und X,
zugleich.

Liegt nun die Hauser-Zeile parallel zur
Stralle (“Abb. 3), so ergibt sich mit #hn- Abb. 3
lichen Uberlegungen wie bis jetzt, aber '
wesentlich einfacher, dass diejenige Stelle Y, der Strafle, die genau dem Mittelpunkt M
der Héuser-Zeile gegeniiberliegt, den maximalen Blick-Winkel liefert.

O N G S i
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Berechnung mit Koordinaten-Geometrie:

Wir legen das Koordinatensystem 0.B.d.A. so iiber die Szene, dass die Strecke AB auf
der y-Achse mit dem Mittelpunkt M im Ursprung liegt, 4 =(0; —h), B=(0; A) ist (die
Streckenldnge also 2 -4

betrdgt) und g die y-

Achse in (0; —k) schnei- y

det (also £>h>0 ist)
(Abb. 4). (Den Sonder-
fall, dass g und AB
parallel sind, behandeln
wir weiter unten.)

Die Strafle wird mit
der Funktionsgleichung
y=m-x—k  beschrie-
ben, wobei wir aus Sym-
metriegriinden m = 0
annehmen konnen.

Ist z die x-Koordinate des Mittelpunkts eines Fass-Kreises iiber der Hauser-Zeile AB,
dann besteht fiir den zugehorigen Radius r die Beziehung > = A% + 2%, und die Kreisglei-
chung mit den Koordinaten (x; y) lautet dann (x — z)? +y* =k’ + 2%, Schneidet man nun
diesen Fass-Kreis mit der Geraden y=m-x—k so lautet die x-Koordinate

3 z+k~mi\/(z+k~mZ—(k2 —/72)-(1+1712)

1+m?
nanten entstehen genau zwei Schnittpunkte, genau einer oder keiner. Die Bedingung,

Abb. 4

. Je nach dem Vorzeichen der Diskrimi-

dass genau ein Schnittpunkt entsteht, lautet z = —k" s i«/(kz ~-h2)-(1+mz). Es gibt
also zwei Beriihrkreise, deren Mittelpunkte Z, und Z, die x-Koordinaten z; (mit dem
Plus-Zeichen, also ,,vor* der Hauser-Zeile) bzw. z, (mit dem Minus-Zeichen, also ,hin-
ter” der Hauser-Zeile) haben. Die beiden Berithrpunkte haben die x-Koordinaten

k* - h? K -h?
X =4— und x, =~ ==
I+m 1+m*

Im Fall m =0, wo die Hduser-Zeile AB senkrecht auf der StrafBe g steht, haben beide
Berithrkreise den Radius 4 und sind die beiden lokal maximalen Blick-Winkel gleich-
grof3 und damit global maximal. In allen anderen Fillen ist der Kreis-Mittelpunkt Z,,
dessen Beriihr-Punkt X, , hinter der Hauser-Zeile liegt, weiter von dieser entfernt als Z,
mit seinem Beriihr-Punkt X; , vor* der Hiuser-Zeile und liefert einen groferen Fass-
Kreis. Z, und X, liegen immer beide ,hinter* der Héuser-Zeile, und so ist der Blick-
Winkel von X; aus immer ein spitzer und damit auf jeden Fall kleiner als der Blick-
Winkel von X; aus, egal ob dieser spitz, recht oder stumpf ist.

Da X, ,,vor der Héuser-Zeile AB liegt, ist sein Blick-Winkel spitz, wenn Z; auch
»vort AB liegt; er ist recht, wenn Z; = M: und er ist stumpf, wenn Z, ,hinter AB liegt.
— Diese drei Fille treten ein, wenn man in dem o0.a. Term z > 0, z=0Dbzw. z <0 ansetzt:

Eine aspektreiche
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22
Der Blick-Winkel ist also vom Punkt X, mit der x-Koordinate aus maximal.
1+ m
Er ist spitz bzw. recht bzw. stumpf, wenn die Verhiltnisse zwischen StraBe und Hiuser-
/) 2 2
Zeile 1+ m, <f~7 bzw. 1+ m, :77— bzw. 1+ m, >f7 lauten. Im Fall m =0 liefert
h” h* -
k> —h?
auch X, mit der x-Koordinate — 5~ den maximalen Blick-Winkel (der dann nur
I+m
spitz sein kann).
Nun zu dem Sonderfall: Sind die Héuser-Zeile y g
und die Strae parallel, dann soll die Hauser- *

Zeile wie in Abb. 4 im Koordinaten-System
liegen und die StraBe durch die Gleichung x =k
mit £>0 beschrieben sein (Abb. 5). Mit den

Bezeichnungen wie in Abb. 4 gilt fiir den Radius L

B

des (allgemeinen) Fass-Kreises iiber AB mit

dem Mittelpunkt Z die Gleichung r=vh* + 22 . k
Der Fass-Kreis beriihrt die Gerade x = & genau

2 . .
dann, wenn z++/4% + 22 =k, woraus sich die ’T

2 _p2

Bedingung z = ergibt. Fiir k> h bzw. Abb. 5

k=h bzw. k<h ergibtsich z>0 bzw. z= 0 bzw. z<0 und damit ein spitzer bzw.
rechter bzw. stumpfer maximaler Blick-Winkel, jedes Mal vom Punkt Yy = (k; 0) aus.

Losung mit Differential-Rechnung (mit dem Koordvinatensyslcm wie in Abb. 4):

Sei w=w(x) der Blick-Winkel, unter dem

die Hauser-Zeile von dem Straenpunkt Ay

X=(0;m-x — k) aus gesehen wird. Wir

zerlegen w in zwei Teil-Winkel # und v, die 1. X
durch die Parallele zur x-Achse durch .Y ge- z, [

trennt sind. Fiir jeden Beobachtungspunkt X
aufer (0; - &) sind u(x) und v(x) spitze Win-
kel (Abb. 6).

Wir betrachten zunichst Punkte X mit X5
x>0, also wo man im Fall m>0 die
Héuser-Zeile von ,vome®“ sieht. Dort ist

[h+@mx—@) [h—k )
u(x) = arctan]| ——— "2 | = arctan +m|,

X X

v(x) = arctan[wj = arctan( ik

X

E m) und w(x) = u(x) + v(x).
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Falls sich X auf derselben »Hohe* wie die Hiuser-Zeile befindet (~h<m x-k < h),
sind u(x) und w(x) beide positiv. Ansonsten ist zwar einer der beiden Teil-Winke]
negativ, die Summe aber immer positiv, wie man sowohl geometrisch, als auch durch

h—k h+k

Vergleich der beiden arctan-Argumente s(x) = +m und t(x) =

—m fiir u und
e
v einsieht.

Betrachtet man die Hiuser-Zeile von ,hinten® (x < 0), so wird, mit denselben Funkti-
onstermen, der Winkel u(x) durchweg positiv, der Winkel v(x), mit groBerem Betrag,
durchweg negativ und der Blick-Winkel w(x) damit durchweg negativ, wird aber nie
ein rechter oder gar stumpfer Winkel.

An der Stelle x=0 ist w zundchst nicht definiert. GemiB der Summenformel

S+t
arctan(s)+ arctan(t) = arctan(1
-8t

j (falls s-t<1, nach BRONSTEIN, I. N. u.a.:

Taschenbuch der Mathematik. — Thun: Harri Deutsch, 2. Aufl. 1995, S. 74) ergibt sich
2-h-x

(H—mz)-x2 —2-m-k-x+k%—h?
im arctan-Argument positiv ist, was in einer Umgebung von x =0 gewihrleistet ist.

Anschaulich bedeutet diese Bedingung, dass w(x) = u(x) +v(x) ein spitzer Winkel
ist. Fir s(x)-1(x) =1 ist w(x) ein rechter Winkel, und der arctan-Term fiir w(x) ist
nicht definiert, da der Nenner des arctan-Arguments 0 ist. Ist schlieBlich s(x) - #(x) > 1,
dann ist w(x) ein stumpfer Winkel, und zum o.a. arctan-Term fiir w(x) ist noch der
Wert — 7 (bei negativen Winkeln w(x)) bzw. x (bei positiven w(x)) zu addieren. — In
unserer Situation kénnen, wie gesagt, als negative Blick-Winke] w(x) nur spitze Winkel
auftreten, und die Sonderfille sind nur zu beachten, wenn wu(x) und v(x) beide positiv
sind, also X sich auf der »Hohe der Hiuser-Zeile befindet. Aber dort kann die Funktion
jaals die Summe der beiden arctan-Terme fir «tnd v geschrieben werden.

Also ist die Blickwinkel-Funktion w auch
fir den Fall x=0 und damit auf ganz R 151
definiert, stetig, differenzierbar und stetig
differenzierbar, und zwar ist w(0) = 0. Die L
Abb. 7 zeigt den Graph von w im Fall 4 = 1, i
k=2 und m=1,

Zunichst ist fir x+0 die Ableitung

dw du dv
— (X)) =—(X)+—(x
dx x) a'x( ) (l,\'( )

dann w(x) = u(x) + v(x) = arctan[ ], falls der Nenner

_ k—h k+h )
_)c2+(h—k+m-)c)2 x2+(h—k+m-x)2 i 10

und wegen der stetigen Differenzierbarkeit
gilt (unabhingig von m)

050
Woy=—2t_y. Abb. 7
dx k“—h*

Peter Bender

Eine aspektrei

Nun ist

dw
—(x)=0
ra (x)
Nur die bei

mal-Stellen
und, wenn
sich bei x; v

Der Win

w(x;) = arc

und w(x,):

Im Fall
und der ma:
der Hauser-

Sei nun
damit grofe
2 K°
l+m° < ")

h
Winkel w(
der o.a. For
werden.

Es ist ¢
betrachten,
Dann sei ¢
wie in Abl
gelegt (Abt

Fiir den
den g wird
durch die
in die beic
zerlegt. Fiir

u(y) = arct

v(y) =arcti




1=m-x-k< h)
iiden Teil—WinkeI
h, als auch durch

+k _
. m fiir 4 ypg

lenselben Funkg.
IroBlerem Betrag,
iv, wird aber nie

Summenforme]

EIN, I. N. u.a.:
.. 74) ergibt sich
falls der Nenner

hrleistet ist,

spitzer Winke]
m fiir w(x) ist
1oS(x) - t(x) > 1,
x) 1ist noch der
u addieren. — In
r spitze Winke]
) beide positiv
1n die Funktion
L

xXor

10

Peter Bender

Eine aspektreiche geometrische Aufgabe fiir die Mathematiklehramts-Ausbildung

Nun ist
S‘L‘f(x):O@ (k—h)-((/H—k—m-x)z+x2):(k+h)-((l’z—k+m-x)z+x2)

"1
ax

, k*-n?
& xt = =
| I+m”
:§ k2 - k% -
Nur die beiden Stellen x; = >— und x, =— > kommen also als Extre-
1+m I+m

mal-Stellen fir w in Frage. Da w(0) =0, w(x) >0 fir x>0, w(x) <0 fir x<0 gilt
und, wenn x (positiv oder negativ) iiber alle Grenzen wiichst, w gegen 0 geht, handelt es
sich bei x; um eine Maximal- und bei x, um eine Minimal-Stelle.
Der Winkel w hat dort folgende Werte:
h
k*=h%)-A+m>) -m-k

w(x,) = arctan (falls der Nenner im Argument positiv ist)

h
&2 =1 A+ m?) —m -k

ImFall m=0 (Xé und g senkrecht aufeinander) sind w(x;) und w(x,) betragsgleich,
und der maximale Blick-Winkel tritt fiir beide Stellen x; und x,, also links und rechts von
der Hauser-Zeile auf.

Sei nun m > 0: Fir x; ist der Betrag des Nenners kleiner und der Betrag des Winkels
damit grofler als fiir x,. Der Nenner im arctan-Argument bei x; ist > 0, = 0 bzw. < 0, falls

2 9 2

2 k . .
1+m” <I—<7, 1+ m? =— bzw. 1+ m* >k—2, und dies entspricht den Fillen, dass der
h* h” h

Winkel w(x;) spitz, recht bzw. stumpf ist. Im rechtwinkligen Fall kann w(x;) nicht in
der o.a. Form geschrieben werden; im stumpfwinkligen Fall muss dort noch 7 addiert
werden. .o

Es ist schlieBlich noch der Fall zu
betrachten, dass g und AB parallel sind.
Dann sei das Koordinatensystem wieder
wie in Abb.4 bzw. wie in Abb.5 fest- B
gelegt (Abb. 8).

Fir den Punkt Y = (k; y) auf der Gera- h
den g wird der Blick-Winkel w(y) wieder v, Y,

1
k

und w(x,) = arctan

durch die waagrechte Gerade durchY M
in die beiden Teil-Winkel u(y) und v(y)
zerlegt. Fiir diese ist u Y

u(y) = arctan[ L

v(y) = arctan( i ; Y
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Die Funktion w(y) = u(y) + v(y) hat (mit A=1 und k=2) den Verlauf wie in Abb. 9
dargestellt.

Fiir sie ist allgemein
dw du dv
—(y)= — (V) + __( )
g ) &0 » & y)

_ k k

K2+ (h+ )2 k2 +(h-y)?
Ausdruck ist genau dann 0, wenn die
beiden Nenner gleich sind. Dies wiederum
ist genau fiir y =0 der Fall.

Nur die Stelle ¥, = (k; 0) kommt also fiir
den maximalen Blick-Winkel in Frage.
Dort ist der Blick-Winkel w(0) jedenfalls
positiv, und wenn y (positiv oder negativ)
iiber alle Grenzen wichst, gehen u und v
mit entgegengesetztem Vorzeichen gegen

, und dieser

/4
i—z— und w gegen 0, so dass tatsichlich Y,

eine Maximal-Stelle ist.
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