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Drei Entdeckungen
mit Hilfe von Software fiir
Dynamische Geometrie (DGS)

von

Peter Bender, Paderborn

Kurzfassung: Bei der Arbeit mit Software fiir Dynamische Geometrie in der Lehrerinnen-
und Lehrerbildung entdeckte der Autor einige fiir ihn neue elementargeometrische Sachver-
halte. Diese werden im Beitrag dargestellt und in klassischer Manier bewiesen.

Abstract: Working with dynamic geometry software in the geometry course for prospective
teachers, the author discovered several facts from elementary geometry which were new to
him. These facts will be presented in the article together with proofs in classical style.

1 Einleitung

Als 1988 CABRI GEOMETRE als erste Software fiir Dynamische Geometrie (DGS)
der didaktischen Offentlichkeit vorgestellt wurde, schien ein alter Traum aller Geo-
metrie Treibenden und Lehrenden Wirklichkeit geworden zu sein: geometrische
Formen, wenigstens in der Ebene, scheinbar (aber genau auf den Schein kommt es
an) kontinuierlich bewegen und verdndern zu kdnnen. Aus den verschiedensten
Griinden hat sich aber die Erwartung einer Revolution des Geometrieunterrichts
nicht erfiillt. Nach wie vor wird die Geometrie in der allgemeinbildenden Schule
vernachlissigt; die erforderliche technische Ausstattung ist fast iiberall unzuldng-
lich; die Mathematikdidaktik ist immer noch weit davon entfernt, ein brauchbares
umfassendes Curriculum fiir den Geometrieunterricht mit computerlosen und com-
puterhaltigen Aktivititen zu liefern. Die Kolleginnen und Kollegen hatten stattdes-
sen zundchst einmal die Moglichkeiten der DGS {iberhaupt ausgelotet, vornehm-
lich auf der inhaltlichen, zunehmend auf der methodischen und hie und da auch auf
der padagogischen Ebene.

Die Hoffnungen, dass die Verbreitung des Computers das Selbststindigkeitspara-
digma der modernen Pédagogik beférdern wiirde, haben sich insgesamt, aber auch
speziell bei DGS, nicht erfiillt, jedenfalls wenn es um den Erwerb substanzieller
Inhalte geht. Fiir diesen Misserfolg (wenn man ihn denn so sehen will) sind kei-
neswegs allein methodische und didaktische Mingel (die in der Tat in Hiille und
Fiille vorkommen) oder das Ansinnen verantwortlich, iiberhaupt methodische und
didaktische Gesichtspunkte einzubringen. Die Ursachen liegen tiefer.
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2 P. Bender

Die kognitiven, motivationalen, sozialen usw. Voraussetzungen von ,,gewohnli-
chen® Geometrielernenden bis hinauf zu Studierenden des Lehramts unterscheiden
sich doch erheblich von denen derjenigen, die von Berufs wegen (nicht zuletzt als
Lehrende oder sich mit dem Lehren Befassende) oder gar um der Sache selbst wil-
len Geometrie treiben. Unsereiner kennt die Geschichte einigermalfien, ist auf dem
Stand der Diskussion, hat Interesse, kann (wenn denn Zeit vorhanden) mit Muf3e
Geometrie treiben, hat Erfahrung und schon so manches geometrische Problem in
einer gewissen Tiefe durchdrungen, kennt Nachbargebiete, mathematisches Ré-
sonnieren usw. Den ,,gewdhnlichen” Lernenden geht dies alles mehr oder weniger
ab. Neben der Geometrie haben sie inner- und auferhalb von Schule bzw. Hoch-
schule vielfiltige Interessen und aufwéndige Pflichten, und wir sollten viel zurtick-
haltender und realistischer sein, was wir ihnen an selbststdndig zu Erarbeitendem
zumuten wollen und kdénnen. Der erkenntnistheoretische Konstruktivismus taugt
als padagogische Grundlage und Rechtfertigung fiir solche Zumutungen iiberhaupt
nicht, eben weil ,,gewdhnlichen* Lernenden alle die genannten Voraussetzungen
fehlen. In der Tat habe ich noch nie durch langfristige stabile Lernerfolge belegt
gesehen, wie sie ohne massive Intervention durch Lehrende (sowohl direkt person-
lich, als auch indirekt durch Biicher, Internet o. A.) sich substanzielle Mathematik
in sog. konstruktivistischen Lernumgebungen selbststéindig erarbeitet hétten. Das
war Ubrigens ,,frither” nicht viel anders, und zwar auch nicht bei einem Martin
Wagenschein.

Unabhidngig davon erkenne ich der Geometrie eine wichtige Rolle in der allge-
meinbildenden und in der berufsbildenden Schule sowie in der Lehrerinnen- und
Lehrerbildung zu. Stichworte zur Rechtfertigung: Raumanschauung, rationales und
logisches Denken, Argumentieren, Kreativitit, Asthetik, Anwendungen, ,,abstrak-
te” Bildung, Kompensation (im Vergleich zum restlichen Mathematikunterricht)
u. a. — In zahlreichen Biichern und Aufsitzen von 1971 (und frither) {iber 1988 bis
heute hat Hans Schupp wesentliche Beitrdge zur Geometrie und ihrer Didaktik
iiberhaupt und zu diesen Gesichtspunkten speziell geleistet. — Inzwischen driickt
DGS vielen davon ihren Stempel auf, und DGS hétte m. E. schon seit einiger Zeit
ein konstituierender Bestandteil des Geometrieunterrichts zu sein. Die Grenzen
sind auch klar: Nach wie vor muss die Papier-und-Bleistift-Zeichnung den Bezug
zwischen der Korperlichkeit des Menschen und der ebenen Geometrie herstellen;
Beweise sind fast immer in ruhenden Situationen zu fiihren (fiir die trotzdem mog-
lichen Funktionen von DGS dabei s. [Bender 1989]; Anwendungen kénnen zwar
oft mit Hilfe von zweidimensionalen Skizzen verstindlich gemacht werden, und
DGS kann dabei helfen, wenn ebene Bewegungsabldufe involviert sind. Fiir genuin
dreidimensionale Situationen gibt es wohl schon lange kommerzielle CAD-Pro-
gramme und inzwischen sogar leistungsfiahige 3D-Weiterentwicklungen von schul-
affiner DGS: CABRI 3D (vgl. [Schumann 2004]). Hier werden dann aber die Gren-
zen durch den iibertriebenen Respekt von Lehrenden und Lernenden vor der Sache
»Raumgeometrie* gesetzt.



0N Nk W~

NS N I NG I NG I NS I S B e e e e e
N h WOV~ WN—=O\O

W LW W W W WK NN
DN b W= OO0 JIN

B W W W W
S O 0D
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Zugleich leistet DGS auch einen wesentlichen Beitrag zur, global gesprochen, Me-
dienerziehung und einen spezifischen nichttrivialen Beitrag zur Erfahrung von
Maglichkeiten und Grenzen, zur Aneignung und zur Nutzung Neuer Medien. Auch
zu diesen Fragen des Mathematikunterrichts hat Hans Schupp von 1990 (und frii-
her) iiber 1997 bis heute wichtige Erkenntnisse beigesteuert.

An der ,,Universitit der Informationsgesellschaft in Paderborn ist der Néhrboden
fiir Forschung und Entwicklung auf diesem Gebiet durchaus giinstig. Nicht zuletzt
im Bereich der Lehrerinnen- und Lehrerbildung hat hier der Erziehungswissen-
schaftler Gerhard Tulodziecki als Motor gewirkt. Aus entsprechenden, z. T. von
der Bertelsmann-Stiftung geforderten Projekten, sind auch einschldgige Aktivititen
der Fachgruppe ,,Mathematik und ihre Didaktik™ hervorgegangen. So hat Hans-
Dieter Rinkens mit Mitarbeiter Hauke Friedrich Ende der 1990er Jahre unsere
Erstsemester-Veranstaltung zur Elementargeometrie fiir Studierende des Grund-,
Haupt- und Realschullehramts konsequent auf die Verwendung von DGS umge-
stellt. Zundchst hat er CABRI GEOMETRE eingesetzt, ist aber bald auf CINDERELLA
umgestiegen, weil diese DGS damals allein internettauglich war. Ab WS 02/03
wurde die Veranstaltung von mir iibernommen, zundchst mit Mitarbeiterin Doro-
thee Maczey und dann mit Mitarbeiter Tobias Huhmann. Obwohl wir inzwischen
das Internet nicht mehr benétigen, weil wir simtliche Text- und Grafikdateien auf
CD zur Verfligung stellen, und obwohl andere DGS in Sachen ,,Internettauglich-
keit* aufgeholt haben, sind wir bei CINDERELLA geblieben, auch wenn wir (in der
von uns verwendeten Version) u. a. die Moglichkeit des Makro-Schreibens vermis-
sen und uns ein besseres Layout wiinschen (s. die unten angegebenen Abbildun-
gen). Zu dieser Veranstaltung sind Ziele, Konzeption, Erfahrungen usw. in [Bender
2005] beschrieben.

Jetzt mochte ich einige interessante stoffliche Aspekte beleuchten. Es handelt sich
um drei Entdeckungen mit Hilfe von DGS und die zugehorigen Beweise, die alle
auf der Lehrendenebene stattgefunden haben bzw. durchgefiihrt wurden. Sie beru-
hen auf Ubungsaufgaben, die noch von Hans-Dieter Rinkens stammen. Zwei dieser
Aufgaben haben wir entsprechend unserer Entdeckungen fiir die Studierenden wei-
ter entwickelt; gemél den o. a. Bemerkungen versehen wir sie aber mit deutlichen
Hinweisen. Unser Ziel ist dabei, die Breite der Horerschaft zu Verstehenserfolgen
zu fithren. Trotzdem haben auch die Leistungsstirkeren Entfaltungsmdoglichkeiten;
denn das eigenstindige Finden, saubere Ausarbeiten und nachvollziehbare Priasen-
tieren der Losungen ist immer noch eine ordentliche Leistung.

Wir selbst versuchen, unsere eigene Begeisterung fiir die Geometrie auf die Studie-
renden zu iibertragen, und wir wiinschen uns, dass sie es spéter in der Schule mit
ihren Lernenden genauso tun. Aus Sicht der wissenschaftlichen Mathematikdidak-
tik ist das natiirlich zu wenig, und obwohl es sich um eine Fachveranstaltung han-
delt, versuchen wir immer wieder, die Lernprozesse der Studierenden explizit zu ma-
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4 P. Bender

chen, die sich ja von denen ihrer zukiinftigen Schiilerinnen und Schiilern kaum unter-
scheiden, und wir streuen an vielen Stellen genuin didaktische Bemerkungen ein.

Nun also einige Ergebnisse der intensiven Diskussionen des Stoffs mit den Mitar-
beitenden, zu denen uns, wie gesagt, die DGS verholfen hat. Ich hoffe, dass auch
Hans Schupp seine Freude an unseren Entdeckungen hat.

2 Ortslinien bei regelmiifligen Figuren

Eine typische Ortslinien-Aufgabe in unserem Lehrgang: Gegeben sind ein Winkel-
feld (mit gewissen Einschriankungen fiir das WinkelmaB, die aber bei unseren wei-
teren Ausfithrungen keine Rolle spielen) mit zwei Schenkeln g und h sowie ein
Punkt A im Inneren. Es soll ein gleichseitiges Dreieck so in das Winkelfeld einge-
passt werden, dass eine Ecke auf A, die zweite auf ¢ und die dritte auf & liegt.

Man legt eine Ecke B auf g und konstruiert das zugehdrige gleichseitige Dreieck
ABC (die drei Ecken in dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn). Mit dem
Ortslinien-Button zeichnet man die Ortslinie ¢ von C in Abhdngigkeit von B mit
dessen Ortslinie g. c¢ ist offensichtlich eine Gerade mit einer bestimmten Neigung
gegen g. Fiir den Beweis der Geraden-Ei- ]
genschaft und die Bestimmung dieser Nei- @
gung haben wir folgenden Beweis-Proto- ‘
typen entwickelt: Wir betrachten die Rota- !
tion (der ganzen Ebene) um A um 60° nach ]
links. Diese bildet jeden Punkt B auf den OrtShnCiel
zugehorigen Punkt (Ecke im gleichseitigen e
Dreieck) Cab. Das Bild der Geraden g (die 1.5
Ortslinie von B) unter dieser Rotation ist | ¢ ]
also genau c (die Ortslinie von C). Diese !

ist demnach eine Gerade mit einer Neigung ! A
von 60° (dem Rotationswinkel) gegen g | &

(Abb. 1). Nun muss noch der Schnittpunkt 2

S von ¢ mit g konstruiert werden: Dazu Abb. 1

betrachtet man diejenige besondere Lage von B auf g, bei

der auch C auf g liegt (Abb. 2), und diese Lage von Cist " o\fcr;mgc

dann gerade S.

Die Konstruktion liegt damit auf der Hand: Man fillt das
Lot von A auf ¢ und trdgt daran in A links und rechts je
30° ab. Zeichnet man nun c¢ (durch S um 60° gegen g ge-

neigt), liefert der Schnittpunkt mit dem Schenkel % den K
endgiiltigen Punkt C'(Abb. 3). !
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Bei Ortslinien-Aufgaben dieses Typs haben wir auch ande- ;Ortslinio
re Formen vorgegeben, vornehmlich gleichschenklig-recht- e
winklige Dreiecke und Quadrate. Mdchte man im Quadrat
ABCD bei fester Ecke A nun z. B. untersuchen, wie C' von
B abhingt, so bendtigt man folgende Weiterentwicklung
des o. a. Beweis-Prototyps: Man muss nun eine Drehstre-
ckung um A betrachten um einen Winkel von 45° mit ei-
nem Streckfaktor von+/2. Ansonsten ist das Vorgehen das-
selbe wie beim Dreieck; bei der Konstruktion der Ortslinie Abb. 3

spielt der Streckfaktor keine Rolle. Beim n-Eck mit n>>3 tritt die Moglichkeit auf,
dass zwei Ecken des n-Ecks auf den beiden Schenkeln, aber nicht alle Ecken im
Inneren des Winkelfelds liegen, so dass man nicht mehr von einem Einpassen ins
Winkelfeld reden kann.

Uberhaupt wird fiir die weiteren Uberlegungen das Winkelfeld nicht mehr ge-
braucht, und wir beschrinken uns auf die Gerade g, einen festen Punkt A, aufler-
halb von ihr, einen Punkt A, beweglich auf ihr sowie das regelmiBige n-Eck
A AA, ... A, A, (die Ecken in dieser Reihenfolge gegen den Uhrzeigersinn). Es
fiel uns auf, und zwar im Zuge des Erfindens von Klausuraufgaben erstmals beim
Fiinfeck, dass die n—2 Ortslinien ay, a4, ... , a, aller Ecken A, A,, ..., A, sich
in einem einzigen Punkt S auf ¢ schneiden und die n—3 Neigungen a;a,, a,a;, ... ,
a, ,a, benachbarter Ortsli-
nien gegeneinander alle
das gleiche MaB, ndmlich 5 4D e
18°  haben (Abb. 4 mit | N\ \ |au/ -~~~ QT a2=g
n=8). Nimmt man die
beiden Geraden SA, und
SA, hinzu, so entsteht eine
n-fach drehsymmetrische
Figur aus n Geraden durch
S, die 2-n Winkelfelder
vom MaB 8- bilden. Ehe
wir eine Aufgabe hierzu
fir die Studierenden stel-
len wiirden, wollten wir
diesen Sachverhalt erst
einmal fiir uns selbst kla-
ren. Fir die Klausur kam Abb. 4

er schlieBlich nicht in Frage, wohl aber spéter filir eine entsprechend vorbereitete
Hausaufgabe.

Bald erwies sich folgendes Faktum als zentral: Zeichnet man im regelméfigen n-
Eck von der Ecke A, aus sdmtliche n—3 Diagonalen, dann sind die so in A, gebil-
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deten Winkel alle gleich grof3
und haben das MaBl & (Abb.
5). Beweis hierzu: Die n—2
Winkel A,A,A4,, A;AA,, ...,
A, 1A A, sind im Umkreis des
n-Ecks Umfangswinkel {iber
demselben Kreisbogen von A4,
iiber A; usw. bis A, iiber kon-
gruenten Sehnen, ndmlich den
n-Ecks-Seiten A,A,, A;A,, ...,
A, ,A,. Also sind die Winkel
nach dem Umfangswinkelsatz
alle gleich grof3. Dieser Winkel
in A, wird nun durch die Dia-
gonalen in n—2 gleichgrofle
Winkel von je 1 zerlegt.

Mittels Drehstreckung um die

A6

AT

A8

A4

Al

A3

A2

Abb. 5

Ecke A, um 4 -180° nach links mit einem (nicht weiter interessierenden) Streck-
faktor k; wird die Ecke A, fiir j=1, 2, ... , n—2 aufdie Ecke A, abgebildet,
so dass die zugehorige Ortslinie aj,, (in Abhédngigkeit von A,) die Neigung
+ -180° gegen die Ortslinie a,= g von A, hat.

Um zu zeigen, dass alle diese
Geraden sich in einem Punkt
schneiden, ziehen wir A, so,
dass A, auch auf g liegt, und
betrachten in dieser Lage des
n-Ecks sdmtliche Diagonalen
von A, aus, wovon die Gera-
de ¢ die erste ist (Abb. 6). ,
n—4 die Diagonale A,4;,,
die Neigung £ -180°und die
Seite A,A,, die Neigung
223 .180° gegen g. Das heifit,
die Ortslinien aller Ecken A,
A, ..., A, treffensichin A,
in dieser Lage, und dies ist der
gesuchte Schnittpunkt S, durch
den ja auch die Ortslinie von

Abb. 6

A, geht. (Ergénzt man diese Kollektion von n—2 Ortslinien noch um die Ortsli-
nie von A,, ndmlich die Gerade g, und um die Gerade A,A,, so erhdlt man das ge-
nannte Gebilde aus n Geraden durch S mit 2-n gleich groBen Winkeln.)



Drei Entdeckungen mit Hilfe von Software fiir Dynamische Geometrie 7

3 Zerlegung des Umfangswinkels

Man betrachte einen Kreis mit der Sehne A B und die beiden Kreisbogen j und &
von A nach B (wobei die Endpunkte A und B nicht zu den Bogen gehdren sollen).
Wihle einen der beiden Kreisbdgen aus, etwa k. Dann haben fiir alle Punkte X auf
k die Umfangswinkel AXB dasselbe Mall (Umfangswinkelsatz). Zeichne nun die
Winkelhalbierende in AXB ein, und beobachte ihren Schnittpunkt C' mit dem ge-
geniiberliegenden Kreisbogen j (Abb. 7). Es fillt direkt auf, dass C' ein Fixpunkt
bei der Bewegung von X auf £ ist. Im Umfeld des Umfangswinkelsatzes sto3t man
leicht auf einen Beweis hierfiir. Man
weill ja: Ist, in ein und demselben
Kreis, eine Sehne kiirzer als eine an-
dere, dann ist ihr spitzer Umfangs-
winkel kleiner und ihr stumpfer Um-
fangswinkel groBer als der jeweils
entsprechende Winkel der anderen
Sehne, und sind zwei Sehnen kongru-
ent, dann sind auch ihre spitzen Um-
fangswinkel und ihre stumpfen Um-
fangswinkel jeweils kongruent (mit
nahe liegendem Einbezug einer Seh-
ne, die Durchmesser ist, mit ihren
beiden rechten Umfangswinkeln).

Nun schlieft man: Fiir irgendeinen
Punkt X auf £ erhélt man einen be- Abb. 7

stimmten Schnittpunkt C der Winkelhalbierenden mit j, und der Winkel AXC ist
halb so groB3 wie der Winkel AXB. Er bleibt dies auch, wenn X auf k£ wandert, und
deswegen bleibt auch sein WinkelmaR bei dieser Wanderung konstant. Dann muss
auch die Lange der Sehne A C, iiber der A XC Umfangswinkel ist, konstant sein,
und damit ist C Fixpunkt bei dieser Wanderung.

Ohne weiteres ist dieser Beweis aber nur vollstindig, wenn & nicht der kiirzere Bo-
gen ist, AXB also nicht stumpf ist. Dann gibt es ndmlich auf dem Bogen j keine
zwei Punkte C, die von A denselben Abstand hitten. — Wenn nun aber k der kiirze-
re Bogen ist, dann kann es passieren, dass es neben dem wie oben konstruierten
Schnittpunkt C' einen weiteren Punkt C; auf j gibt, der von A denselben Abstand
wie C hat (Abb. 8). Allerdings ist die Existenz dieses Bastards nicht ,,schadlich;
denn sie ist nur auf folgende Weise moglich: C'und C; mégen zwar beide auf j lie-
gen, aber sie liegen auf verschiedenen Seiten des Durchmessers durch A, der Win-
kel AXC; ist also stumpf und hat jedenfalls nicht dasselbe Maf} wie der Winkel
AXC, der ja als halber Winkel eines anderen Winkels immer spitz ist. Der Punkt
C, kommt also nicht als auf der Winkelhalbierenden von A XB liegend in Frage.
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Ohne DGS hiétten wir uns eventuell die
mogliche Existenz eines solchen Punkts
C, nicht bewusst gemacht und hétten es
auch mit dem Durchdringen der folgen-
den Uberlegungen erheblich schwerer
gehabt.

Eigentlich spielt die Winkelhalbieren-
den-Eigenschaft bei dem ganzen Beweis
nidmlich gar keine Rolle. In der Tat gilt
auch fiir jeden anderen Strahl ¢ ab X im
Inneren des Winkels AXB, dass sein
Schnittpunkt C' mit j bei der Bewegung
von X Fixpunkt ist, wenn man das MaR
des Winkels AXC bei der Bewegung
von X konstant hdlt (Abb. 9). Es war
genau diese Eigenschaft der Winkelhal-
bierenden, die man oben gebraucht hat,
und folglich ldsst sich der Beweis wort-
lich tibertragen, einschlieBlich der Dis-
kussion der Moglichkeit eines zweiten
Punkts C; auf j mit demselben Abstand
von A wie C.

Der Vollstindigkeit halber stellen wir
fest, dass der Kreisbogen k, der als
Ortslinie fiir X als Umfangswinkel-
scheitel beziiglich AB zur Verfiigung
steht, immer in demjenigen Kreisbogen
enthalten ist, der als Ortslinie fiir X als
Umfangswinkelscheitel beziiglich AC
in Frage kommt. Daher ist bei der Wan-
derung von X auf k nicht nur das Mal

Abb. 9

des Winkels A XB, sondern auch das des Winkels AXC konstant.

Zum Schluss noch ein Uberblick iiber die ganze Situation (Abb. 10). Unter allen
Punkten X auf k wihlen wir denjenigen aus, der genau in der Mitte von £ liegt. In
dem so festgelegten Winkelfeld betrachten wir nun sdmtliche Schenkel ¢, die von
X ausgehen; wir stellen uns konkret eine Rotation des Schenkels ¢ um X vor, be-
ginnend mit der Lage, wo er durch A geht, bis hin zu der Lage, wo er durch B geht
(unter Ausschluss dieser beiden Randlagen). Dabei erhalten wir nacheinander
samtliche Punkte C auf j als Schnittpunkte und als Malle der Winkel AXC samt-
liche Werte zwischen 0° und dem Mal3 von A XB. Insbesondere, wenn ¢ den Win-
kel AXB halbiert, liegt C'in der Mitte von j.
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Abb. 10

4 Harmonische Teilung einer Dreiecksseite

Im Dreieck ABC mit den entsprechenden Seitenléngen a, b, ¢ (0. B.d. A. a>b)
sei die Seite AB im Verhiltnis der beiden Seitenldngen a und b harmonisch geteilt,
d. h., P auf der Seite AB und @ auf der Geraden AB sind so gewdhlt, dass
|BP|:|]AP|=a:b=|BQ|:|AQ|. In einer DGS-Zeichnung (Abb. 11) haben wir
entdeckt, dass die beiden Strahlen C'P und C() orthogonal zu sein scheinen, diese
Vermutung durch DGS-Ver-
anderungen der Zeichnung
vertieft und den Beweis da-
fiir dann klassisch erbracht.

Wer sich mit Teilverhéltnis-
sen und (schlieBlich) mit

dem Kreis des Apollonius Q A P B
auskennt, wird unsere Er-
rungenschaft als trivial emp- Abb. 11: Strecke AB harmonisch geteilt mit a:b

finden. Aber wir kannten uns eben nicht aus. Den Kreis des Apollonius hatten wir
zwar schon verschiedentlich beschrieben gesehen, jedoch hatten wir ihn nie wirk-
lich unseren kognitiven Strukturen einverleibt; und erst die Beobachtung und der
eigenstindige Beweis jener Rechtwinkligkeit hat das Thema fiir uns bedeutsam
gemacht.

Ausgangspunkt des Beweises ist der (bekannte) Sachverhalt: Die Winkelhalbieren-
de w; von y teilt die Seite ¢ im Verhéltnis a: b; sie geht also durch P. Die Gerade
w,, die jeden der beiden Aullenwinkel in C halbiert, steht senkrecht auf w; (da die
Winkelhalbierenden zweier Nebenwinkel orthogonal sind). Man muss also nur
noch zeigen, dass w, durch @ geht. Dafiir geht man dhnlich vor wie beim Nach-
weis, dass P auf w; liegt:
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10 P. Bender

Man zeichnet die beiden Paral- 7
lelen zu w; durch A sowie
durch B und erhilt die beiden
Schnittpunkte D und E mit w,.
Dann verldngert man die Seite
AC, bis sie die Gerade BE
schneidet, und nennt den
Schnittpunkt F. Wegen der
Voraussetzung a> b ist o>,
und in den beiden Dreiecken
APC und BPC gilt fir die
Winkel APC =180°-%-a
<180°-+-PB=BPC, d.h,
APC st spitz, und BPC ist Abb. 12

stumpf, so dass w, den Strahl A (@) schneidet (Abb. 12). Wir nennen diesen Schnitt-
punkt Sund zeigen nun S = Q.

Im Dreieck BCF steht die Winkelhalbierende w, des Winkels in C senkrecht auf
BF. Deshalb ist das Dreieck gleichschenklig, d. h. |CF|=a und |BE|=|EF|.
Nach dem 2. Strahlensatz mit C' als Scheitel gilt also a : b =| BE|:|AD|. Nun folgt
nach dem 2. Strahlensatz mit S als Scheitel |SB|:|SA|=|BE|:|AD|=a:b. Also ist
S=Q.

Der Vollstdndigkeit halber sei noch der Kreis des Apollonius in die ganze Situation
eingebracht (den wir jedoch nicht selbststidndig entdeckt haben): Die Strecke AB
sei harmonisch im Verhéltnis r: 1 geteilt (0.B.d. A. r>1), seien P der innere
und @ der duBere Teilungspunkt und k& der Thales-Kreis iiber PQ. Dann ist k die
Ortslinie aller Punkte C' der Ebene, fir die |BC|:|AC|=r:1 ist (Apollonius-
Kreis fiir die Strecke AB und fiir das Teil-
verhéltnis 7: 1) (Abb. 13). Fir C =@ und
C =P auf k trifft das Verhiltnis jedenfalls
zu. Sei ab jetzt P # C' # Q.

Ist C ein Punkt der Ebene, fiir den
|BC|:]AC|=r:1 ist, dann liefert die Ge-
rade CP die Winkelhalbierende des Innen-
winkels y im Dreieck ABC, und die Gerade
CQ liefert die Winkelhalbierende der Au-
Benwinkel zu y. Diese beiden Geraden sind
also orthogonal, und ihr Schnittpunkt C'
liegt auf dem Thales-Kreis liber P(), also
auf dem Apollonius-Kreis fiir die Strecke

ABund fiir das Teilverhiltnis r: 1. Abb. 13: o
Strecke AB harmonisch geteilt mit 7: 1
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Liegt C auf dem Thales-Kreis von P(), dann erzeugen wir (Abb. 13) noch einmal
die Zeichnung aus Abb. 12 und wenden folgendes Paradigma geometrischen Be-
weisens an: Die Eigenschaften, die wir oben vorausgesetzt haben, werden jetzt ab-
geleitet, — und umgekehrt, und zwar in ein und derselben geometrischen Situation.
Wir zeichnen die Parallelen zu CP durch A sowie durch B und erhalten als
Schnittpunkte mit der Geraden ()C die Punkte D und E. Wir schneiden die Gerade
BE mit der Geraden A C und erhalten den Schnittpunkt F. Nach dem 2. Strahlen-
satz mit @ als Scheitel gilt | BE|:|AD|=r:1, nach dem 1. Strahlensatz mit ) als
Scheitel gilt |CE|:|DC|=r:1, und nach dem 2. Strahlensatz mit C als Scheitel
gilt |[EF|:|AD|=r:1. Also ist |EF' |=|BE|, das Dreieck BCF (in dem CE senk-
recht auf BF steht) ist gleichschenklig, und die Gerade QF liefert dort die Winkel-
halbierende in C, d. h., sie halbiert den Aulenwinkel von y, damit halbiert der
Strahl CP den Innenwinkel y im Dreieck ABC, und fiir die Seiten « und b gilt
a:b=r:1.
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