Daten analysieren mit dem Computer:
Unterstiitzung von Begriffsbildung und
Anwendungsorientierung in der Stochastik

von Rolf Biehler

1. Einleitung

Welche neuen didaktischen Moglichkeiten ergeben sich fiir den Stochastikunterricht,
wenn leicht zu bedienende Softwarewerkzeuge zur Verfligung stehen, mit denen man Da-
ten flexibel und interaktiv, graphisch und numerisch analysieren kann? Diese Frage soll im
Zentrum dieses Beitrags stehen.

Neue didaktische Moglichkeiten eréffnen sich zum einen fiir die Betonung einer prakti-

schen, angewandien Statistik. Zum anderen eroffnet sich die Perspektive des Lernens der

Stochastik durch praktische Datenanalyse: Reale Daten konnen viel unproblematischer als
Beispiel- und Ubungsmaterial zur Ilustration und Exploration von Techniken, Strategien
und Begriffen der Stochastik herangezogen werden.

Maoglichkeiten und Anregungen fur die Nutzung von Softwaretools sollen im folgen-
den anhand von zwei Beispielen dargestellt werden. Auf Formen und Bedingungen unter-
richtlicher Realisierung soll dabei im Detail nicht eingegangen werden. Im Rahmen des
GRAPHDAS-Projektes' sind hierzu aber einige Materialien entwickelt und unterrichts-
praktische Erfahrungen gesammelt worden (vgl. Biehler 1990, Biehier/Steinbring 1990).

Professionelle Statistiksoftware hat erhebliche Fortschritte gemacht, was die Steige-
rung der Benutzerfreundlichkeit bei gleichzeitiger Aufrechterhaltung oder sogar Steige-
rung einer komplexen Funktionalitiit anbetrifft. Bestimmte neuere Werkzeuge scheinen
deshalb unter bestimmten Bedingungen und ggf. nach gewissen Adaptationen durchaus
fur den Einsatz in der Schule geeignet zu sein.? Fiir schulische Zwecke sind bereits Daten-
analysesysteme mit sehr begrenztem Methodenrepertioire und mit Einschriankung auf spe-
zielle Daten entwickelt worden.? Gegeniiber diesen eher geschlossen zu nennenden Ar-
beitsumgebungen zeichnen sich auBerschulische Datenanalysesysteme durch ihre Qffen-
heit und Allgemeinheit aus. Die groBere Offenheit beruht vor allem auf den folgenden allge-
meinen Funktionen:

— Daieneingabemaglichkeiten fur viele inhaltlichen Bereiche, Typen und Strukturen von
Daten;

— Datenbankfunktionen, d. h. auf vielfiltigen Moglichkeiten zur Verkniipfung und Um-
organisicrung von Daten;

— Graphik, d. h. auf Moglichkeiten zur Gestaltung und interaktiven Verinderung von Gra-
phiken fir die Rohdaten und fiir Ergebnisse der Datenanalyse;

— algebraisch-numerische Verarbeitung, d. h. auf Maglichkeiten, Daten numerisch zu trans-
formieren, numerisch zu aggregieren, selbst entwickelte Algorithmen auf sie anzuwen-
den oder in das System einzubinden;

— Simulation und Modellbildung, d. h. auf Méglichkeiten zur Simulation und Modellierung
von Zufallsprozessen, deren Ergebnisse man im Zusammenhang und Kontrast zu realen
Daten heranziehen kann;

— Bibliothek staristischer Verfahren mit groBem Variantenreichtum einzelner Verfahren.
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Die Offenheit wird verstiarkt, wenn diese verschiedenen Funktionen so zu einem Sy-
stem organisiert sind, da man sie jederzeit moglichst frei miteinander kombinierer kann.
Sind einzelne elementare Methoden und Darstellungsweisen in eine solche Systemumge-
bung eingebetiet, so verstirken sich ihre datenanalytischen Moglichkeiten auBerordent-
lich.

Die groBere Offenheit ist Problem und Chance zugleich, insofern sie den Nutzerlnnen
mehr Freiheit und Verantwortung bringt, sie in die Rolle derjenigen versetzt, die statisti-
sche Graphik mitgestalten, die Daten umorganisieren, die selber unkonventionelle Metho-
den entwickeln und anwenden statt, mehr oder weniger passiv, aus vorgegebenen Verfah-
ren auszuwihlen. In diesem Zusammenhang hat sich ein ganz neuer Stil der interaktiven
und explorativen Datenanalyse entwickelt (vgl. Tukey 1977, Biehler 1982, Borovcnik/
Ossimitz 1987, Biehler/Rach 1990). Dies stellt neue inhaltliche Anforderungen an die Kom-
petenz derjenigen, die Daten analysieren. Hinzu kommt noch die Notwendigkeit zu lernen,
wicman entwickelie Zielvorstellungen in einer konkreten Software umsetzt: Die Umstéind-
lichkeit der Bedienung kann dabei sehr hemmend sein. Oder umgekehri: Wohlgestaltete
Benutzerschnittstellen kénnen statistische Denkprozesse sogar konkretisieren und stiit-
zen.

Die Frage angemessener Schnittstellengestaltung und Systemarchitekturen fiir schuli-
sche Anwendungen soll im folgenden ausgeklammert werden (vgl. hierzu aber Biehler/
Rach 1990). Wir gehen im folgenden davon aus, daB ein System mit den o. g. Grundfunktio-
nen zur Verfligung steht. Bei den ausfithrlich dargesteliten Beispielen werden diese Funk-
tionen weiter konkretisiert und in ihrer Bedeutung deutlich werden. Die Beispiele sollen
dabei nicht nur fiir sich selbst stehen, sondern allgemeine Moglichkeiten exemplifizieren.

2. Interaktive graphische Datenanalyse:
Das Wetter in Norderney und Bamberg 1967

2.1 Einfihrung

Es soll ein Datensatz aus DIFF (1982) re-analysiert werden, der dort unter dem Stich-
wort »Kennzahlen von Hiufigkeitsverteilungen« behandelt wird. Es handelt sich um Daten
zum Klima in Norderney und Bamberg, und zwar sind in DIFF (1982) fir jeden Tag des Jah-
res 1967 angegeben:

— die mittlere Tagestemperatur in °C (Mittelwert der Temperatur um 7.00 h, 14.00 h und
21.00 h (doppelt)). Fiir jeden Tag t; sollen die Temperaturen mit bam; und nor; bezeich-
nel werden:

— die tdgliche Niederschlagsmenge in mm.

Hiermit hat man eine Tabelle bzw. Matrix mit 365 Zeilen und 6 Spalten:

Nr. des Monat Bamberg Norderney Bamberg Norderney
Tages Temperatur | Temperatur |Niederschlag| Niederschlag

Dies ist die dominante »Datenstruktur« fir die Statistik: fuir bestimmte Objekte (MeBein-
heiten), hier Tage des Jahres 1967, sind die Werte bestimmter Variablen gemessen worden,
hier Temperatur und Niederschlag in Bamberg und Norderney.

Ein integriertes interaktives Softwaresystem, mit dem man die Daten in dieser und wei-
tergehender Weise analysieren mdchte, miiBte etwa die folgenden konkreten Funktionen
einschlieBen?:
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Datenbankfunktionen

— Zerlegen nach Monaten, Jahreszeiten oder anderen vollstindigen Einteilungen eines
Jahres (Zerlegung von bam; in z. B. 12 Teildatensitze fiir die 12 Monate);

— Auswiihlen von Teilmengen (einzelnen Monaten oder Perioden) des Janhres;

— Weiterverarbeitung von Zwischenergebnissen als neue Daten, z. B. die Monatsmittel-
werte.

Statistische Graphik

— Typen: Histogramm, Streudiagramm, Liniendiagramm, Boxplot, Mittelwert-plus-Streu-
ung-Diagramm?®;

— Operationen: nebeneinanderstellen, iiberlagern, dekomponieren, verbinden, reskalie-
ren.

Statistische Funktionen (Statistische Zusammenfassungen)

— arithmetisches Mittel, Median und andere Prozentwerte, Standardabweichung, Quartil-
abstand;

— multiple Zusammenfassungen, wandernde Zusammenfassungen (fiir den Vergleich
mehrerer Datensiize).

Algebraisch-numerische Verarbeitung
— Diflerenzen und Quotienten z. B. bam; — nor;, um die beiden Stidte besser vergleichen
zu konnen.

Mit diesem System von Funklionen ist gewissermaBen ein Rahmen abgesteckt, in dem
man dic Daten analysieren kann. Je nach konkreter inhaltllicher Fragestellung und in Ab-
hiingigkeit von den Zwischenergebnissen der Datenanalyse wird man sich unterschiedlich
in solch einem Rahmen bewegen oder ihn auch iiberschreiten wollen.

Den Prozef von der offenen Frage tiber verschiedene Entdeckungen in den Daten bis
hin zur kritischen Zusammenfassung von Ergebnissen stiirker im Unterricht zur Geltung
zu bringen, wird mit einem integrierten Softwaresystem erleichtert. Wichtige Vorausset-
zung daftr ist die nicht immer ganz einfache Entwicklung geeigneter Aufgabenstellungen
oder »Projektthemen« fur Datenanalysen, die die Untersuchung anleiten kénnen und in-
leressante, spannende Fragen aufwerfen. Eine wichtige kognitive Herausforderung besteht
dann darin, die Fragestellungen und Formulierungen in statistische Fragestellungen zu
transformieren, die mit einem Softwarewerkzeug bearbeitbar sind, und die Problemlosung
im Hinblick auf die Ausgangsprobleme kritisch zu bewerten.

Fir die Temperaturdaten lassen sich z. B. die folgenden Fragestellungen formulieren:
1. Die mittlere Jahrestemperatur (Median) betrigt in Norderney 9 °C. in Bamberg 9,3 °C.

Dies scheint ein geringfiigiger Unterschied zu sein. Worin unterscheidet sich das Wetter
nun Uberhaupt in den beiden Stiidien? Wo gab es mehr »kalte« oder mehr »warme«
Tage? Man arbeite dazu Unterschiede und Gemeinsamkeiten der beiden Temperatur-
verteilungen heraus.

- Man beschreibe den EinfluB der Jahreszeit auf die Temperaturen. Welche Gemeinsam-
keiten und Unterschiede bestehen zwischen Norderney und Bamberg? Liefern die ka-
lendarischen Jahreszeiten eine gute Einteilung des Jahres in Wetterperioden oder legen
die Daten eine andere Einteilung nahe?

3. Bamberg besitzt eher ein Kontinentalklima, Norderney ein »ausgeglicheneres« Seekli-
ma. In welcher Weise LBt sich diese Behauptung anhand der Daten bestiitigen und pri-
zisieren?

4. Wegen ihrer aus weltweiter Perspektive gesehenen geographischen Niihe werden Nor-
derney und Bamberg auch #ihnlichen Klimafaktoren ausgesetzt sein. Wieweit 1481 sich
dies an den Daten bestiitigen und priizisieren? LiBt sich eine ngemeinsame Variation«
der Daten feststellen?

5. Wenn man eine Miinze wirft, kann man aus zuriickliegenden Wurfergcbnissen wesen
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der Unabhingigkeit nichts fir die Zukunft ableiten: »Die Miinze hat kein Gediicht-
nis«. — Das Weltter hat es schon! Wie gut kdnnte man also allein aus der Kenntnis der
Temperatur von heute Vorhersagen filir die Temperatur morgen, in einer Woche, in ei-
nem Monat ableilen? Man untersuche daraufhin dic Daten fur 1967.

Im folgenden wird jedoch nicht strikt von einer der genannten Fragen ausgegangen,
sondern es geht — in Erweiterung der Darstellung in DIFF (1982), wo nur mit einer Kollek-
tion unverbundener Programme gearbeitet werden kann — im folgenden darum,

— die interaktive Arbeitsweise mit Graphik und Daten zu demonstrieren und dabei von
Datenbankfunktionen und algebraisch-numerischen Verarbeitungsmoglichkeiten Ge-
brauch zu machen$;

— einige weitere Darstellungsformen und Methoden wie verbundene Histogramme (2.2),
Boxplots, Mittelwert-plus-Streuung-Diagramm (2.4) und gleitende Mittelwerte (2.5)
einzubeziehen;

— Zusammenfassung der Daten als Prozef zu interpretieren und den Wert graphischer Zu-
sammenfassung zu thematisieren;

— weitere Lernmoéglichkeiten zu thematisieren, wie beim Thema Abhingigkeit (2.6) und
Kennzahlenvergleich durch Anwendung auf mehrere Datensiitze (2.3);

— Schwierigkeiten anzudeuten, die schon beim Umgang mit einfachen Diagrammen zu er-
warten sind, insbesondere wenn es um inhaltliche Interpretation und In-Beziehung-
Setzung zu anderen Diagrammen geht.

Die folgende Darstellung gliedert sich im wesentlichen nach den verwendeten statisti-
schen Methoden und Diagrammen, um deutlich zu machen, welche Erkenntnismoglich-
keiten jeweils neu hinzukommen. In diese Darstellungsstruktur werden die anderen o. g.
Aspekte integriert.

2.2 Histogramme zum Verteilungsvergleich

An Frage 1148t sich mit dem Vergleich der Verteilungen anhand von zwei Histogram-
men herangehen. Wir finden in Abbildung 1 (s. S. 54) die zwei Histogramme, wobei wir im
Moment von der Schwirzung eines Teilbereiches abstrahieren wollen.

Man entdeckt u. a. als gemeinsame Hauptstruktur in beiden Histogrammen eine Bimo-
dalitit. Handelt es sich bei der Bimodalitdt um eine Art »Wettergesetz«, das auch fir ande-
re Jahre und Orte gilt? Zur Uberpriifung wiren weitere Daten heranzuziehen. Der Median
liegt in beiden Fillen zwischen den Gipfeln, in Bamberg sieht man eine breitere Streuung,
die héhere Konzentration in Norderney fillt auf: Ausdruck der »Ausgeglichenheit«! Dies
wiirden zwei Graphiken mit gleicher Skalierung noch besser als Abbildung 1 zum Aus-
druck bringen. In einer Computer-Umgebung stehen derartige Variationsmoglichkeiten
zur Verfligung.

Sind diese Entdeckungen nun von der speziellen Graphik abhéngig oder zeigen sie sich
auch bei anderen Klasseneinteilungen? Dies kénnte man iiberpriifen durch Variation des
Histogramms.

Kann man Bimodalitiit irgendwie »erkldren«? Zerfillt das Jahr vielleicht in zwei Teile

" mit jeweils symmetrischen Temperaturvergleichungen um einen Mittelwert? Wire diese

Jahreseinteilung fir Bamberg und Norderney gleich?

Beide Histogramme sind logisch miteinander verkniipft: ein bestimmter Jahrestag, z. B.
der 4. Juli 1967 ist gleichsam als eine in einer Sdule versteckte Scheibe in beiden Diagram-
men reprisentiert. Welche Bereiche des Bamberg-Histogramms korrespondieren z. B. mit
dem »Gipfelbereich« von 12 °C - 18 °C im Norderney-Histogramm? Dies kann man heraus-
finden, indem man mit Hilfe der »Datenbankfunktionen« nur alle diejenigen Bamberg-
Temperaturen (Tage) auswihlt und im Histogramm darstellt, fir die gilt 12 °C < Norderney-
Temperatur < 18 °C. Eine direktere Methode besteht in dem Konzept der multiplen verbun-
denen Reprisentationen, das z. B. in der Software DATADESK implementiert ist: Wenn
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man im Norderney-Histogramm einen be- [Frem—x= =
stimmten Bereich markiert, so wird der zu- f————0m— T.Norderney ——
gehorige Bereich im Bamberg-Histogramm 80
praktisch gleichzeitig auch auf dem Bild- 60
schirm markiert (s. Abb. 1).
Man erkennt in Abbildung 1 die Korre- 40
spondenz der beiden Gipfel. Welcher Jah- 20
reszeit entsprechen die Gipfel? Wir vermu- ; | } 3
ten, daB hier vor allem Tage aus dem Som- -4 10 24
mer vorliegen. In DATADESK kann man
jetzt zur Uberpriifung eine weitere Graphik 4 T_Norderney [—
6fTnen mit der Darstellung der Daten bam; T.Bamberg
und nor; gegen die Zeit t;, wo die zugehori-
gen Punkte wieder extra markiert sind.

Abb. 1: Verbundene Histogramme fiir Ta-
gestemperaturen in Bamberg und Norder- b
ney 1967

T. Bamberg r—

2.3 Mittelwertkurven flr die jahreszeitliche Entwicklung

Auf diese Weise kann man auch zu Frage 2 gefiihrt werden: Wie 1dBt sich nun der jah-
reszeitliche Verlauf beschreiben? Man kann dazu wie bei DIFF (1982) die Monatsmitiel aus
Abbildung 2 verwenden.

Man muB lernen, sich auf verschicdene Teilaspekte dieses Diagramms konzentrieren
zu kdnnen, z. B. auf die beiden Kurven jeweils einzeln oder in ihrem Verlauf zusammen
oder auf den Abstand zwischen beiden Kurven. Der Computer erlaubt aber auch auf einfa-
che Weise ein »Herausgreifen« einzelner Aspekte aus der Darstellung, z. B. Darstellung
nur einer Stadt. Die Aufmerksamkeitspunkte kdnnen unterschiedlichen inhaltlichen Fra-
gestellungen korrespondieren, z. B.: Welche Gemeinsamkeiten im jahreszeitlichen Verlauf
weisen die beiden Stiidte auf (etwa Anstieg auf Maximum im Juli), welche Unterschiede
(etwa Jahreszeiten schlagen in Norderney weniger »extrem« zu Buche)?

Liniendiagramm der arithmetischen Mittel

i

20 ® Bamberg
17,54 x Norderney

151
12,51

10

15

Temperatur in °C

2,51

4 ’ 3

0 2 4 6 8 10 12 Monat Nr.
Abb. 2: Monatsmittelwerte fiir Bamberg und Norderney 1967 (arithmetische Mittel)
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m {Bam) — m (Nor) in °C

Welche Beziehung besteht nun zwischen den Mittelwerlen in Abbildung 2 und den Bi-
modalitiiten in den Histogrammen? Kann man die Bimodalitit auch anhand von Abbil-
dung 2 erwarten? Dazu muB man von der Zeitdimension abstrahieren und die Daten in Ab-
bildung 2 (gedanklich) auf die Temperaturachse projizieren. Zwei getrennte Streudiagram-
me (unverbundene Punkte!) wiiren hierzu besser geeignet, weil man die Punkiemenge vi-
suell besser umstrukturieren kann, z. B. sie besser von der Temperaturachse her lesen kann,
wiihrend in Abbildung 2 die zeitliche Verlaufsweise optisch hervorgehoben wird.

In einer solchen Abbildung wiirde man eine »Liicke« zwischen April und Mai einerseits
und Oktober und November andererseits noch besser entdecken, als dies bei genauem Hin-
sehen in Abbildung 2 schon der Fall ist. Das Jahr zerfdllt im Grunde in zwei Wetterperi-
oden, und zwar Mai-Oktober und November-April. Stimmt dies Ergebnis mit unseren ali-
tiglichen Wettererfahrungen iiberein?

Man kann nun durch Aufteilen der Daten in zwei Gruppen (»Sommerhalbjahr«, »Win-
terhalbjahr«) fiir die beiden Perioden getrennt Histogrammvergleiche und Kennzahlenver-
gleiche durchfihren.” Diese Einteilung scheint angemessener als die Einteilung nach ka-
lendarischen Jahreszeiten.

Wie lassen sich Unterschiede im jahreszeitlichen Verlauf zwischen den beiden Stidten
noch besser analysieren als auf der Grundiage von Abbildung 2? Einfache Operationen mit
Diagrammen kénnen den AnalyseprozeB unterstiitzen, z. B. eine getrennte Darstellung fuir
beide Stidte in zwei Diagrammen oder die Darstellung der Kurve der Differenzen der Mit-
telwerte (Abb. 3). Man wendet hier eine allgemeine Strategie graphischer Datenanalyse an,
die Chambers et al. (1983, 326 f.) »removing gross structure« nennen: die Hauptstruktur
(hier die #hnlich gelagerten MonatsefTekte) wird »herausgenommens, damit man sich auf
die verbleibende Feinstruktur besser konzentrieren kann. Diese Strategie wird bekannter-
maBen auch bei Wahlanalysen im Fernsehen angewandt, wenn man zu den Gewinn-Ver-
lust-Diagrammen fiir die einzelnen Parteien iibergeht.

In Abbildung 3 sieht man den Verlauf des mittleren Temperaturunterschieds viel Klarer:
Man registriert einen etwa linearen An- und Abstieg mit Maximum im Juli; aber iberra-
schend: der Oktober fAllt aus diesem Trend heraus. Konnte dies ein Artefakt der angewen-
deten Methode sein. schlieBlich ist die feste und diskrete Aufteilung nach Monaten will-
kiirlich? Wir kommen weiter unten darauf zuriick. Oder liegt es an der Wahl des arithmeti-
schen Mittels, das empfindlich gegeniiber AusreiBern ist. Solite man nicht lieber die 12 Mo-
nate anhand ihres Medians miteinander vergleichen?

Streudiagramm Im Diagramm liegt noch eine wichtige
Eigenschaft des arithmetischen Mittels ver-
borgen: Dargestellt ist in Abbildung 3 die
| Differenz der Monatsmittelwerte. Kann
man daraus z. B. schlieBen, daB es etwa im
Januar in Norderney im Mittel ca. 3,2 °C
i kilter als in Bamberg war? Nein, nicht di-

. rekt, denn dargestellt ist die Differenz der
Mittelwerte, nicht der Mittelwert der Diffe-
' renzen. DaB diese beiden Werte fur das
arithmetische Mittel aber immer gleich sein
. miissen (Linearitit), fur den Median als

6 g8 10 12 Mittelwert aber nicht, kann in diesem Kon-
Monat Nr. text eine unerwartete und bedeutungsvolle

Entdeckung werden.
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Abb. 3: Differenz der Monatsmittelwerte:
Bamberg — Norderney (arithmetische Mit-
tel)
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2.4 Boxplots und Mittelwert-plus-Streuung-Diagramme
fur den Vergleich mehrerer Monate und Stidte

Eine wesentliche Anwendung von Kennzahlen besteht in dem Vergleich verschiedener
Datensiitze. Welche Kennzahlen zu wiihlen sind, wie stark man die Daten zusammenfassen
sollte, um iiberhaupt Strukturen zu sehen, kann sich schon aus der inhaltlichen Fragestel-
lung ergeben. Hiufig ist es aber niitzlich, mit mehreren Zusammenfassungen zu experi-
mentieren, bevor man sich entscheidet. Das Experimentieren mit verschicdenen Kennzah-
len kann dabei auch unter Lerngesichtspunkten niitzlich sein, wenn es benutzt wird, um
die Anwendungsmdoglichkeiten verschiedener Kennzahlen zu erfahren. Wir setzen die
Analyse fort, indem wir iiber das bisher ausschlieBlich verwendete arithmetische Mittel
hinausgehen.

In Abbildung 4 findet sich fiir die 12 Monate eine Darstellung, die wir oben Mittelwert-
plus-Streuung-Diagramm genannt haben: Fiir alle 12 Monate ist der arithmetische Mittel-
wert m durch einen Punkt dargestellt, das Intervall »m % Standardabweichung« ist durch je-
weils eine Strecke markiert.

Bamberg: arithm. Mittel +/- Standardabweichung

Temperatur in °C

h o
fa—
[e
——

'
—
(=

-15 4
-20

0 2 P 6 8 10 12
Monat Nr.

Abb. 4: Tagestemperaturen in Bamberg 1967
(Mittelwert-plus-Streuung-Diagramm fiir 12 Monate)

Man kann an der Linge der Strecken erkennen, das einerseits die Wintermonate
Januar, Februar und Dezember eine groBere Streuung aufweisen, dazu noch Mai und Juni.
Der April, der angeblich macht, was er will, féllt nicht so auf. Wenn die Daten approximativ
normalverteilt wiren, kénnte man aus dem Mittelwert-plus-Streuung-Diagramm viel mehr
Informationen entnehmen, z. B. das ca. 68 % der Daten in dem Bereichm + s liegen, ca.
95 % in m 3 2s usw. Die Symmetrie des Diagramms stinde fiir eine approximative Symme-
trie der Daten. Bei beliebigen Verteilungen darf man dies aber nicht aus dem Diagramm
schlieBen. Will man wissen, in welchem Bereich z. B. die mittleren 68 % der Daten streuen,
so kann man diesen Bereich ja »direkti« mit dem Computer ausrechnen, ohne iiber Um-
wege zu gehen. Zusammenfassungen auf der Basis der Prozentwerte sind also eine Alter-
native, die allerdings mit dem einfachen Taschenrechner nicht praktikabel wire.

Die fiinf Zahlen »Minimum, 1. Quartil, Median, 3. Quartil, Maximum« werden zwar
auch bei DIFF (1982, 17) zum Vergleich auf tabellarischer Grundlage herangezogen, es
lohnt sich aber sehr, fiir Vergleichszwecke diese Zahlen graphisch darzustellen: in Form
des sogenannten Boxplots (Abb. 5, siehe gegeniiberliegende Seite).
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Box Plots fur Tagestemperaturen in Bamberg 1967
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Abb. 5: Tagestemperaturen in Bamberg 1967
Zusammenfassung nach 12 Monaten: Boxplots

In den Boxplots entspricht z. B.

Begriff Darstellung

Median mittl. Linie der Box

oberes (3.) Quartil obere Begrenzung der Box
unteres (1.) Quartil untere Begrenzung der Box

90 %-Wert Ende der oberen »Antenne«

10 %-Wert Ende der unteren »Antenne«
Minimalwert unterster extra gezeichneter Punkt
Maximalwert oberster extra gezeichneter Punkt
StreuungsmaB: Quartilabstand Linge der Box

Abstand der Extremwerte
Abstand der Antennenenden

StreuungsmaB: Spannweite
Streuung der mittleren 80 %

Symmetrie der Verteilung Symmetrie der Box

einzelner Daten oberhalb des einzelne Punkte auBerhalb der Box
90 %-Wertes und unterhalb des und der Antennen
10 %-Wertes

(keine Bedeutung) Breite der Box

Median und Quartilabstand sind dabei wesentlich robuster gegeniiber dem Einflu8 von
»AusreiBern« als arithmetisches Mittel und Standardabweichung. Die Boxplots portritie-

ren die empirische Verteilung sehr viel genauer als die Darstellung in Abbildung 4.

Man kann ein Diagramm wie Abbildung 5 im Vergleich zu Abbildung 4 nutzen, um die
Notwendigkeit und den Sinn verschiedener StreuungsmaBe zu verdeutlichen. Januar und
Februar sehen im Mittelwert-plus-Streuung-Diagramm fast gleich aus, mit Hilfe der Box-
plots differenzieren wir zwischen dem Anteil der Streuung durch die AusreiBier und dem
Anteil durch die Streuung in der Hauptgruppe der Daten: die mittleren 50 % sind im
Februar viel gréBer, weit abliegende Ausreiller existieren nicht.

Wenn einem die Komplexitit von Abbildung 5 zu groB ist, kann man sich durch ver-
schiedene Operationen auf Details konzentrieren, z. B. durch VergréBern einer Teilmenge
der Boxplots oder durch Darstellen der zeitlichen Entwicklung einer oder mehrerer Kenn-
zahlen als Linien- oder Streudiagramm.
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Wir wollen die Frage 3 nach dem Kontinentalklima von Bamberg weilerverfolgen. Wir
vermuten, daB sich die groBere Unausgeglichenheit durch eine gréBicre Variation der Tem-
peraturen in Bamberg zeigt. Dies wissen wir bereits aus dem Histogrammvergleich und un-
tersuchen dies weiter mit Hilfe von Boxpiots, die auch einen guten Ansatzpunkt fiir die Be-
arbeitung der Frage ] darstellen (s. Abb. 6).

Box Plots fir Norderney und Bamberg

30 i "l
25 | ° !
20 1 E ! !
v 15 1 L
£ 101
55
£ o T 1
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&
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-15 °
-]
-20

Tagestemp./Norderney Tagestemp./Bamberg

Abb. 6: Boxplots fiir Temperaturen im ganzen Jahr 1967

Man erkennt u. a.. daB die Strevung, gemessen durch Spannweite und Quartilabstand,
in Bamberg groBer ist als in Norderney, wiithrend sich die Mediane kaum unterscheiden.
Die Temperaturen schwanken in Norderney weniger, das Klima ist ausgeglichener. Bam-
berg weist einige sehr kalte Tage auf. Die Bimodalitit der Verteilung kommt hier in den
Boxplots nicht zum Ausdruck.

Wieweit gelten diese Strukturen auch flir einzelne Monate? Welches Erscheinungsbild
der Boxplots erwarten wir aufgrund unserer allgemeinen Kenntnisse iiber Wetter in den
verschiedenen Jahreszeiten und Monaten oder unserer bisherigen Analyseergebnisse z. B.
fur Juli oder fur Januar? Wir vermuten vielleicht, daB es im Winter in Bamberg und im
Sommer in Norderney kiilter ist — wobei wir offenlassen, was wir unter »kiilter« verstehen.
In Abbildung 7 finden sich die entsprechenden Boxplots fiir Januar.

Box Plots fiir Januar 1967
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Abb. 7: Januar: Temperaturen in Bamberg und Norderney 1967

Tagestemp./Norderney
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Anhand von Abbildung 7 kann man differenziert die beiden Stidte vergleichen, u. a.:

— Die Mediantemperatur von Bamberg im Januar ist niedriger als die von Norderney — im
Unterschied zu den Medianen im Jahresboxplot aus Abbildung 6.

— Die Streuung gemessen durch die Spannweite, Quartilabstand und Streuung der mittle-

ren 80% ist in Bamberg groBer als in Norderney: Die Verteilung scheint gegeniiber Nor-

derney nach unten verschoben und gleichzeitig gestreckt worden zu sein. Bamberg hatte

einige besonders kalte Tage.

Esist eine gute Ubung, Vermutungen iiber die Gestalt von Boxplots fiir andere Monate
zu entwickeln, und diese dann zu {iberpriifen.
Im Hinblick auf die Frage des ausgeglicheneren Klimas kann man jetzt schon differen-

zieren in zwei vorldufige Antworten:

1. Die 12 Monalsmittelwerte schwanken im Jahr stirker in Bamberg als in Norderney.

(Abb. 2)

2. Eine stirkere Streuung haben aber vermutlich auch die Daten innerhalb einzelner Mo-
nate in Bamberg verglichen mit Norderney (bisher Giberprift fir Januar).
Das zweite Phinomen ist moglicherweise unerwartet und weist auf einen weiter aufzu-
klirenden zweiten Aspekt klimatischer Unausgeglichenheit hin.

2.5 Streudiagramme und gleitende Mittelwerte flir die Rohdaten

Streudiagramm

SchiilerInnen werden i. d. R. mit Daten

30 schon in einer reduzierten und vorverarbei-

25 . L teten Form konfrontiert, und zwar schon

20 . ’:.\;}'.:.’ . deshalb, weil man umfangreiche Original-

2 s .{Jl,-b.- ;:-:g”g | daten nicht ohne Computer verarbeiten
2 10 .¥ S T 2 . | kann. Geht man von umfangreicheren Roh-
Z | Lk ,)\:. ° e I daten aus, so ist der Wert und die Notwen-
> 5 ?‘1;"‘9 h ‘eyd ot digheit der Zusammenfassung der Daten —
E 0ry K23y wie z. B. in Abbildung 2 — als Proze besser
7 -5 ¥ % [ erfahrbar. In Abbildung 8 findet sich ein
;-;-m 1 * | Streudiagramm fiir den Jahresverlauf der
-15 1 + | mittleren Tagestemperaturen fiir Bamberg,
-20 in dem man durchaus als Grobstruktur das

0 50 100 150 200 250 300 350
Zeit/Ifd. N1. d. Beob.

An-und Absteigen eines relativ gleichméBi-
gen Bandes erkennt.

Abb. 8: Temperatur in Bamberg 1967 (Jahresverlauf)

Wiirde man in Abbildung 8 noch die Temperaturen fiir Norderney, z. B. durch ein
Kreuzchen markieren, stellte man fest, daB ein Vergieich auf dieser Grundlage sehr schwer
filly, auch wenn man einige Einzelheiten und Entwicklungstrends erkennen kénnte. Dies
zu erleben ist eine wichtige Lernerfahrung.

Es besteht nun eine wichtige Strategie fur die weitere Analyse darin, die Daten zu ver-

- grobern, sie in unterschiedlicher Weise zu aggregieren, z. B. das Jahr in 52 Wochen oder in

12 Monate aufzuteilen. Auch andere Aufteilungen, die sich nicht unbedingt an den Stan-
dardunterteilungen orientieren, wiren denkbar, z. B.: Aufteilung des Jahres in 10, 20, 30
Teilintervalle. Die Aggregation und Zusammenfassung hat — optisch gesehen — einen
»Glittungseffekt«. Eine Alternative wire, die transformierten Daten bam; — nor;,
1 < i < 365 nither zu untersuchen.

Die feste Diskretisierung wie in Abbildung 2 ist in gewissen Sinne kiinstlich. Mit Com-
puterunterstiitzung kann man leicht sogenannte gleitende Mitiehwerie als Beispiel fur die
o. g. »wandernden Zusammenfassungen« anwenden. Fiir solche lokale Mittelwertbildun-
gen, die iiber die Daten hinweggleiten, ist in den vergangenen Jahren eine Fiille von neuen
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Verfahren entwickelt worden, die dazu dienen, Strukturen in einem Streudiagramm her-
ausarbeiten zu helfen, die man nicht von vornherein »hineinstecken« méchte, z. B. durch
die Annahme bestimmier mathematischer Funktionsklassen. Ein rechnerisch elementares
wie seit langem angewendetes Verfahren, das aber nichi robust gegen Ausreiller ist, besteht
darin, fir jeden Punkt das arithmetische Mittel einer Umgebung dieses Punktes zu berech-
nen.?

In Abbildung 9 findet sich ein Linien- Liniendiagramme
diagramm fir die gleitenden Mittelwerte  22.5
mit einer Spanne von 31, d. h. jeweils 15 20
Werte rechts und links des betreffenden  17.5
Punkies wurden zur Mittelwertbildung ¢ 15
noch mit hinzugezogen, d. h. "E 12,5
i+15 <) 71 2
mgleit 31 (bam); := 31—1 2 bam; 2 '5
j=i-15 g 28 I mgleil3l (Bam)
Gegeniiber der festen Einteilung nach Mo- ,o meleit31 (Nor) W
naten ist also hier der Rechenaufwand ca. -25

30 mal so groB. 0 50 100 150 200 250 300 350
Zeit/Ifd. Nr. d. Beob.

Abbildung 9 muBl im Kontext von Ab-
bildung 2 und einer Abbildung wie Abbil- Abb. 9: Temperatur in Bamberg und Nor-
dung 8 zuziiglich Norderney-Daten gese- derney (Gleitende arithmetische Mittel:
hen werden. Letzigenannte Abbildung wi-  Spanne 31, mgleit 31 (bam);: 16 < i < 350)
re fur einen Vergleich praktisch unbrauch-
bar.

Gegeniiber Abbildung 2 kann man in Abbildung 9 nun den mitileren Temperaturver-
lauf feiner verfolgen. Man erkennt u. a. daB bestimmte lokale Schwankungen z. B. um Tag
Nr. 25 und Tag Nr. 75 herum in beiden Stddten gleichartig vertaufen. Bemerkenswert ist,
wie aus dem schwer zu durchschauenden »Chaos« durch Mittelwertbildung eine Struktur
sichtbar wird.? An solch einem Beispiel lieBe sich auch die Wirkungsweise von Gléttern mit
verschiedenen Spannen und verschiedenen Mittelwertbildungen graphisch untersuchen
und demonstrieren.

—

2.6 Korrelationen und Streudiagramme fiir Wetterabhangigkeiten
»benachbarter« Tage

Die Fragen 4 und 5 beziehen sich auf das Thema Abhingigkeit, Assoziation und Korre-
lation von Variablen. Dies 1Bt sich auf verschiedene Weise mit Computerunterstiitzung
explorieren. Anhand der Streudiagramme fiir die Zeitreihen haben wir gesehen, wie eng
die Temperaturen in Bamberg und Norderney gemeinsam variieren, also assoziiert sind,
ohne daf} sie gegenseitig flireinander Ursache sind, vielmehr unterliegen beide gemeinsa-
men generellen EinfluBfaktoren (Frage 4). Wie gut kann man nun aber aus der Kenntnis
der Bamberg-Temperatur pragmatisch die Temperatur in Norderney vorhersagen? Dies
kénnte man z. B. niher durch ein Streudiagramm fir (bam;, nor;) untersuchen.

Wir wollen nun einem Teilaspekt der Frage 5 nachgehen und untersuchen, welcher
Zusammenhang zwischen der Temperatur am Tag i mit der Temperatur am Tag i + 1,
i+35,....i+ 30 besteht. Hier hat man eine ganze Schar von Variablenpaaren, von denen man
erwartet, dal} dieser Zusammenhang i. a. »schwicher« wird, wenn der Abstand zwischen
den Tagen groBer wird. Wie stellt sich dies empirisch fuir das Jahr 1967 dar? Dazu tragen wir
auf die Temperatur fiir Tag i gegen die von Tag i + 1 bzw. i + 30 in je einem Streudiagramm
ein (Abb. 10 und Abb. 11).
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Wir erkennen die Abnahme der Stéirke der Assoziation deutlich; es ist lohnenswert, die
AusreiBier im linken unteren Ende mit den anderen bisherigen Graphiken in Beziehung zu
setzen. Ein Zusammenhang geht sowoh! numerisch als auch optisch klar hervor. Man kann
noch die Frage behandeln, wie gut man hiermit ganz grobe Wetter-(Temperatur-)vorhersa-
gen machen kdnnte: Die Spannweite der Vorhersage wichst von ca. 10 °C bei einem Tag
Abstand auf ca. 20 °C bei 30 Tagen! Interessant wiire es, auch fur simulierte unabhingige
Zufallszahlen Vergleichsdiagramme zur Verfligung zu haben.

Man kann die Assoziation, die sich hier ganz gut als ein linearer Zusammenhang bis auf
einige AusreiBer am linken Rand darstelit, numerisch mit einem Korrelationskoeffizienten
zusammenfassen; vor allem dann, wenn man viele Variablen paarweise untersuchen méch-
te, kann ein explorativer Wert in einer solchen radikalen Zusammenfassung liegen, beidem
allerdings viele Besonderheiten der Daten nicht mehr sichtbar sind.

Streudiagramm

30
25 1
20 1
15
10 1
5 L
0
-5

104 o
-15 °

-20 — - v — v
-20 -15-10 -§ 0 5 10 15 20 25 30
Temp. in Bamberg in °C

{ [

Temp. von 1 Tag spiiter

Abb. 10: Temperatur benachbarter Tage in Bamberg
(bam; .+ vs. bam;; 1 <i < 364)

Streudiagramm
30 —— . s
25 1
20 1
151
10 1
51
01
-5
-10
-15
-20 — v + e
-20 -15-10 -5 0 S5 10 15 20 25 30

Bamberg Temp. in °C

Temperatur 30 Tage spiter

Abb, 11: Temperatur nach einem Monat in Bamberg
(bam; 4+ 30 vs. bam;; 1 < i < 335)
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Als KorrelationskoefTizienten' r(x, y) ergeben sich, wenn man fir x immer die Variable
bam; nimmt und fiir y die in der Tabelle angegebencn Variablen:

X y bam 4 bami . s bami 4 1 bami . 30

bam; 0,932 0,787 0,737 0,628

Man erkennt die Abnahme der Korrelation mit der wachsenden Entfernung der Tage von-
einander. Die Erfahrung lehrt allerdings, da8 man mit solchen Korrelationstabellen sehr
vorsichtig umgehen muB, wenn nicht iiberpriift wurde, ob noch weitere relevante Struktu-
ren in den Daten enthalten sind.

Hiermit soll die Darstellung des Beispiels abgeschlossen werden, das zwar nur elemen-
tare statistische Begriffe der Sekundarstufe I verwendet hat, jedoch neue Anforderungen
hinsichtlich des Umgangs mit Graphiken und Daten sowie hinsichtlich der Komplexitit
der Datenanalyse aufwirft. Das folgende Beispiel verwendet dariiber hinaus die Grundbe-
griffe der beurteilenden Statistik und Wahrscheinlichkeitstheorie aus der Sekundarstufe 11.

3. Statistische Analyse von realen »Zufallszahlen«:
Taufen im London des 18. Jahrhunderts

3.1 Einfiihrung

In unserem zweiten Beispiel wollen wir uns exemplarisch einem Datensatz zuwenden,
der in der Entwicklung der Wahrscheinlichkeitsrechnung eine wichtige Rolle gespielt hat.
Es handelt sich um die Anzahl der Jungen- und Midchentaufen in London von 1629 - 1710
nach Graunt." An diesem Datensatz sollen mit einfachen Mitteln einer Computer-Arbeits-
umgebung und einigen zentralen Begriffen der beurteilenden Statistik und Wahrschein-
lichkeitstheorie wie empirisches Gesetz der groBen Zahl, Binomialverteilung, Normalap-
proximation und Konfidenzintervall Analvsen durchgeflihrt werden, die zugleich auch ei-
nem Verstindnis dieser Begriffe dienen kdonnen. Die Verwendung realer statt simulierter
Daten hat dabei verschiedene Vorteile (s. auch Bichler 1988). Aus Platzgriinden kdnnen
manche der Analysen nur angedeutet werden.

Gegeniiber den in 2. benutzten Funktionen einer Computer-Arbeitsumgebung bendti-
gen wir hier zusdétzlich:

— Algebraisch-numerische Verarbeitung: Moglichkeiten zu arithmetischen Operationen und
Transformationen von Tabellenspalten;

— Simulation und Modellbildung: Simulation von Zufallszahlen einschlieBlich Weiterver-
arbeitung mit den anderen Funktionen des Systems, Wiederholungsmdéglichkeiten.

Fiir 82 Jahre t = 1629, 1630 ... 1710 liegen vor:

N (1): Anzahl der getaufien Kinder im Jahr t
J (1): Anzahl der getauften Jungen im Jahr t
M (1): Anzahl der getauften Miadchen im Jahr t

In Abbildung 12 findet sich ein erstes Streudiagramm fiir die zeitliche Entwicklung.

An diesen Daten kann man verschiedene Fragestellungen mit elementaren Mitteln un-
tersuchen, z. B.:

— Wie hat sich die Gesamtheit der getaufien Kinder in den 82 Jahren entwickelt? Welche
Trends und Besonderheiten kann man feststellen? Welche Ursachen liegen zugrunde —
z. B. Kriege, Epidemien usw.? (Streu- und Liniendiagramme, evtl. mit Gliittung)'?

— Was liB1 sich iiber das numerische Verhiltnis von Jungen- und Miidchentaufen aussa-
gen? Wie konstant und wie variabel war es in den 82 Jahren? (Streudiagramm fur Mad-
chen/Jungenanteil gegen Zeit, Histogramm und Boxplots fur die Verteilung des An-
teils)
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— Gilt ein nGesetz der groBen Zahly, stabilisieren sich die relativen Hiufigkeiten? (Streu-
diagramm fur den kumulierten Midchen/Jungenanteil gegen die Zeit, s. Abb. 13)
— Gibt esim Verhalten der Daten bedeutsame Abweichungen von der Modellannahme ei-
ner konstanten Wahrscheinlichkeit fliir eine Midchen/Jungentaufe?
]8000 A A - A 2 2 r's s A

16000 So
_.c.:h. . . .o

14000 { o -
12000 § .
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10000 e e )

Anzahl der Taulen N(1)
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Abb. 12: Taufen in London 1629 - 1710 (Daten nach Graunt)

(Quelle der Daten: Die Daten sind enthalten in dem Brief von N. Bernoulli an de Montmort vom
23. Januar 1713, in: de Montmort, P. R.: 1713. Essay d'analyse sur les jeux de hazard Seconde Edition.
Reviie et augmentée de plusieurs lettres. Paris: Jacques Quillan. Reprint 1980 durch Chelsea Publis-
hing Company. New York, 388-394. Eine Tabelle der Daten findet sich auch im Anhang dieses Bei-
trags.)

Wir wollen uns vor allem mit der Entwicklung des Jungen- bzw. Midchenanteils befas-
sen. In dem gesamien Zeitraum finden sich 938212 Taufen, davon 484 382 Jungentaufen,
das entspricht einem Anteil p;=0,51628. Diese Zahl ist auch mit dem Wert fiir 1710 in Ab-
bildung 13 identisch.

528 . o N . : . N

526 4
524 1
,522 ¢ *
52 ¢ L
S18 4
516 1

1

S v v - v v v v v -
1620 1630 1640 1650 1660 1670 1680 1690 1700 1710 1720 Jahr

Abb. 13; Taufen in London (1629 - 1710) (kumulative relative Haufigkeit fiir Jungentaufen)

Anteil der Jungentaufen (kumuliert)

Hier sehen wir eine Stabilisierung, &hnlich wie man sie bei Miinzwerfen vorfinden wiir-
de. Die hohe VergréBerung der y-Achse macht aber auch bestehende Schwankungen sicht-
bar, die bei einer Achse von 0 bis 1 kaum wahrzunehmen wiren. Die Moglichkeit mit Ska-
lenwechsel zu explorieren und zu manipulieren, lieBe sich hieran gut demonstrieren.
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Die eigentlich interessante Frage besteht nun aber darin, wie konstant bzw. wie variabel
der Jungenanteil auf der Basis der einzelnen Jahre gewesen ist. Mit Hilfe der algebraisch-
numerischen »Tabellenarithmetik« rechnet man sich den Jungenanteil im Jahrt aus. Ersoll
mithj(1) =§1{),-bezeichnel werden, Diesen neuen Datensatz kann man jetzt mit Mitteln der
beschreibenden Statistik beschreiben und untersuchen (Histogramm, Boxplot, Kennzah-
len). Der Jungenanteil h; (t) liegt immer iiber 50 %, seine maximale relative Abweichung
von p; betrigt z. B. weniger als ca. 0,02 d. h. weniger als 4 % relative Abweichung. Das sind
interessante Entdeckungen, die auch historisch bedeutsam waren. Wir wollen hier gleich
die Abweichungen von dem Schiitzwert pjuntersuchen. In Abbildung 14 sind die Residuen,

die »Modell-Daten-Abweichungen« h;(t)-p; geplottet.
‘025 i 5 A i i A,

.02 4
015 ¢
,0] R I . -

’005. o, . . . o .
0 v

Residuen hj(t)-pj

- 005 . . . . . .

-0l y ..

015 . v — e
1620 1630 1640 1650 1660 1670 1680 1690 17060 1710 1720
Jahr

Abb. 14: Jungenanteil bei Taufen in London (Residuen hj (t)-pj)

Bei der hohen Aufldosung der Skalierung in Abbildung 14 sieht man eine deutliche Va-
riation. Wir entdecken in Abbildung 14 iiberraschenderweise einen gewissen Trend zu
niedrigeren Jungenanteilen im Laufe der Zeit. Nach 1680 kommen »hohe« Jungenanteile
praktisch nicht mehr vor.

Spricht diese Entdeckung nun gegen die Annahme der Hypothese einer konstanten
Wahrscheinlichkeit fiir eine Jungentaufe oder kann auch »rein zufillig« solch ein Muster
entstehen? Diese Problemstellung, die eine Herausforderung an die stochastische Model-
lierung stellt, ist eine flir die schulische beurteilende Statistik vergleichsweise offene Frage-
stellung. Es sollen zwei Wege aufgezeigt werden, wie man dies Problem bearbeiten kann.

3.2 Konfidenzintervalle und Hypothesentests
in wiederholter Anwendung

Mit den schuliiblichen Begrifflichkeiten kann man an die Daten von einer Perspektive
herangehen, die zugleich auch das Konzept des Konfidenzintervalls, des Hypothesentests
und der Hiufigkeitsinterpretation der Irrtumswahrscheinlichkeiten verdeutlichen kann.

Wir gehen von der Annahme aus, da8 fur jedes Jahr t der Jungenanteil binomialverteilt
ist mit unbekannter Wahrscheinlichkeit pj(t) und Stichprobenumfang N (1). Fiir alle 82 Jah-
re lieBe sich jetzt die Hypothese pj(t) = pj vs. p;(1) = pj testen, z. B. auf dem 5 %-Signifi-
Kanzniveau. Mit unserem Datenanalysesystem oder auch nur mit einem einfachen Tabel-
lenkalkulationssystem kann man die notigen 82 Rechnungen durch nur eine Rechnung mit
Tabellenspalten ersetzen. Was erwartet man als Testergebnisse, selbst wenn pj(1) = p;j im-
mer zutrifft? Man erwartet in etwa 5 % von 82 Jahren fiilschliche Verwerfungen. Wir wollen
dies hier nicht durchfiihren, sondern den Weg tiber Konfidenzintervalle beschreiten.
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Das Konzept des 95 %-Konfidenzintervalls wird oft dadurch erliiutert, daB hiermit ein
Verfahren gegeben ist, das mit 95 % Wahrscheinlichkeit ein Intervall erzeugt, das die wahre
Wahrscheinlichkeit iiberdeckt. Bei wiederholter Anwendung erwartet man auflange Sicht,
dal3 etwa 5 % der Intervalle die Wahrscheinlichkeit nicht iiberdecken. Dies wird manchmal
durch Simulation illustriert. Mit den vorliegenden Daten kann man nun ein retrospektives
Realexperiment durchfiihren. Fiir jedes der 82 Jahre nehmen wir an, daB wir die theoreti-
sche Wahrscheinlichkeit fir eine Jungentaufe p;(t) nicht kennen, sondern vielmehr durch
ein 95 %-Konfidenzintervall schitzen. Fiir alle 82 Jahre t errechnet sich fiir das Konfidenz-
intervall fiir die unbekannten Wahrscheinlichkeiten pj(t) die Bedingung:

Ihj() - pi0) 1< 1,96 + 7/ Rilt) ’;,‘21) pi)
Wie auch in den meisten Schulbiichern {iblich, rechnen wir mit der rechentechnisch einfa-
cheren Variante der Bedingung!:

. * - .

(+) Ihj(®) - ps(1) 1< 1,96 * M-ﬁ‘-}o—“ﬂ)—)
In Abbildung 15 finden wir ein Diagramm, in das die Punkte (1, h;(1)) eingetragen sind; um
diese Punkte herum ist das jeweilige Konfidenzintervall gemiB (*) gekennzeichnet, dhn-
lich dem Mittelwert-Streuungs-Diagramm aus dem ersten Beispiel.” Unter der Annahme
einer konstanten Wahrscheinlichkeit pj = 0,51628 wiirde man erwarten, dafl etwa 5 % von
82, also etwa vier Intervalle die theoretische Wahrscheinlichkeit nicht enthaiten. Durch
Auszihlen in der Graphik oder Berechnung mit dem Datenanalysesysiem stellt man fest,
daB hingegen /4 von 82 Intervallen dieses p; nicht enthalten. Starke Zweifel an unserer Hy-
pothese von einem konstanten pj sind also angebracht!

Man kann weitere Fragen zum Verstindnis von Konfidenzintervallen an die Graphik
richten, z. B. warum die Konfidenzintervalle um 1655 deutlich linger sind als diejenigen
nach 1700. Es filit auch auf, daB die Konfidenzintervalle in drei aufeinanderfolgenden Jah-
ren bei 1660 p; nicht iiberdecken: der notwendige JungeniiberschuB nach Ende des Biirger-
krieges?

'56 re A A i 2 A 2. Y

[ pj = 0,51628

L
L

1620 1630 1640 1650 1660 1670 1680 1650 1700 1710 1720
Jahr
Abb. 15: Konfidenzintervalle fiir die unbekannten Wahrscheinlichkeiten
fir eine Jungentaufe

3.3 Beurteilende Statistik als kritische Statistik

Wir wollen wieder auf Abbildung 14 zuriickgehen und einen zweiten Weg beschreiten,
der stiirker genetisch an die Grundidee der beurteilenden Statistik als »kritischer Statistik«
ankniipft, die einmal folgendermaBen formuliert wurde:
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»...2ulallsbedingte Variation {chance variation] kann ein Muster produzicren, das eine Regularitit si-
muliert. Wenn der Forscher hierbei getiiuscht wird, kann ein TrugschluB entstehen. Die Wissenschaft
Statistik wurde mit dem Zicl entwickelt, dic Trennung von Zufallseflekten und wirklichen Regulariti-
ten zu unterstiitzen.« (Wilson 1952, 169; Ubers. R. B.)

»Die meisten Statistiker des frithen 19. Jahrhunderts, die primir praktische Leute waren, wiirden so-
fort iiber die Griinde spekuliert haben fiir die Differenz der Geburtenraten in Paris und in Frankreich
als ganzem, ohne sich Gedanken zu machen, wie es Laplace tat, ob der Unterschied ausreichend war,
eine>Untersuchung zu autorisicrend. . . es war leichter und verfihrerischer, mogliche konstante Ursa-
chen fiir beobachtete Unterschiede vorzuschlagen, als zu berechnen, ob dic Unterschiede selber
wirklich wichtig waren.« (Hilts 1973, 211; Ubers. R. B.)

Beide Zitate beziehen sich auf eine Erkenntnissituation, wo zuniichst eine AufTilligkeit
entdeckt wurde, die danach kritisch aus statistischer Sicht beurteilt werden soll. Es gibt
allerdings auch viele Anwendungssituationen, wo es notwendig oder zweckmiBig ist, stati-
stische Hypothesen ohne Voruntersuchung der Daten aufzustelien und zu priifen.

Zu erleben, wie der Zufall Muster produziert, ist eine wesentliche statistische Erfah-
rung, die insbesondere wichtig fur eine kritische Beurteilung von Graphiken ist. In diesem
Fall wiire es also interessant, die Prozesse unter der Annahme cines konstanten p; durch Si-
mulation zu reproduzieren und fur die simulierten Daten Graphiken herzustellen, die Ab-
bildung 14 entsprechen.

Man wiirde so einen qualitativen Eindruck gewinnen konnen und kénnte durch mehr-
fache Wiederholung auch sehen, ob Muster mit abnehmendem Trend wie in Abbildung 14
hiiufiger vorkommen. Auf diesem Hintergrund kann sich dann genetisch die Grundidee
anschlieBen, ein numerisches Kriterium zu finden, daB gleichsam die Stirke der Abwei-
chung, den Trend, durch eine Funktion aus den Daten, eine Statistik beschreibt. Mifit man
etwa den Trend durch einen Korrelationskoeffizienten 7 und erhilt einen Wert 7pcob, SO
kann man fur die statistische Beurteilung durch Simulation feststellen, wie grof§ die Wahr-
scheinlichkeit P (Iz1>17peop 1) ist. Aus Platzgriinden kénnen wir dies hier nicht durchfiihren.

Wenn ein Datenanalysesystem Moglichkeiten zur wiederholten Simulation und Wei-
terverarbeitung der Daten enthiilt, so ist es mdglich, auch fur situationsspezifische ad hoc
Kriterien, fiir die gar keine Theorie zur Verfigung stehen muB, zu einer statistischen Beur-
teilung zu kommen!

Die Beurteilung von Abbildung 14 wird nun noch durch weitere Umstinde erschwert.
Eine statistische Beurteilung einer Abweichung von z. B. 0.01 ist direkt nicht moglich, man
mufB dazu erst Rechnungen durchfiihren. Hinzu kommt das folgende: Wegen der unter-
schiedlichen Stichprobenumfiinge fur die einzelnen Jahre sind die (theoretischen) Varian-
zen in den einzelnen Jahren unterschiedlich; qualitativ und grob gesprochen: in den Jahren
mit weniger Taufen kénnen gréBere Abweichungen eher vorkommen. Zur Verbesserung
der diagnostischen Méglichkeiten von Abbildung 14 kann man Datentransformationen
vornehmen.

Die Anzaht der Jungentaufen J° ()" ist eine ZufallsgréBe. deren Realisierung J (1) wir
beobachtet haben. Die dem Anteil h;(t) korrespondierende ZufallsgréBie bezeichnen wir
mit hy (1). Wir gehen nun also von der Annahme aus, daB J (1) die Realisierung einer bino-
mialverteilten Zufallsgrofie J° (1) mit den Parametern pj und N(1) ist.'* Wegen der GroBe
von N(t) kann man die Normalapproximation fur J'(1) anwenden. Also gilt:

J* (1) ist approximativ normalverteilt mit

E(J°(1)) = N@) * pj und var (J (1)) = pj * (1 - p;) * N(1).
Die standardisierte ZufallsgrofBe

') = J’() - N *pj
vpj*(1-pj)*NQ
ist normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 1. Man transformiert nun die Folge der
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beobachteten Daten fur die Jungenanzahl J (1) nach Z(t) gemiB

_ JW-N@®=*p; _ 1 JQ)
)= =y NU) % ————o—* {2 - p;
VPt (-pp)* NO) = Ko )
= /N * 1 () - p) = DO - pj i
N( Pj*(]—Pj)*(hJ(‘) pj) —de‘!»“mbe’
o;(t) = pi*(1-pj)

N()

der (theoretischen) Standardabweichung der Zufallsgrofie h;’(1) entspricht. Z(t) bezeich-
nen wir als die standardisierten Residuen und stellen sie in Abbildung 16 dar.

Streudiagramm
4 A L L
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Abb. 16: Standardisierte Residuen

Z@) = h;() - Pj
a;(1)

Welches ist die Wirkung der Transformation im Vergleich zu Abbildung 14?7 Nimmt
man die niedrigen N (1) in den Jahren 1645 - 1660 als VergleichsmaBstab (s. Abb. 12), so
fiihrt die Transformation zu einer relativen VergroBerung der Absolutwerte der standardi-
sierten Residuen in den anderen Zeitriumen. Besonders stark ist dies fiir die hohen N (t) ab
1680 festzustellen. Dies kann man im genauen visueilen Vergleich der Diagramme wieder-
finden.

Wenn weiterhin angenommen wird, daB die J° (1) stochastisch unabhingig sind, mii-
ten sich diese 82 Daten Z (1) wie eine Zufallsstichprobe aus einer Standardnormalverteilung
verhalten.

Mit dieser Transformation ist nun ein beachtlicher Fortschritt erreicht worden:

— Fiir den Vergleich mit der theoretischen Erwartung miissen jetzt nur einfache Stichpro-
ben aus einer Normalverteilung simuliert werden.

— Der visuelle Vergleich mit solcherart simulierten Daten liBt sich besser durchfiihren,
wenn man ein gewisses »Gefiihl« fiir das Verhalten einer Stichprobe aus einer Normal-
verteilung entwickelt hat.

— Aufdery-Achse steht eine Standardskala zur Verfligung, die den Vergleich und die stati-
stische Bewertung der Residuen erleichtert: im Bereich & 1 liegen theoretisch 68,3 % der
Daten, im Bereich =% 2 liegen theoretisch 95,5 % der Daten, im Bereich % 3 theoretisch
99,7 %.
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Einen Test der Hypothese p;(t)=pjvs. p;(1) = pjzum Signifikanzniveau 5% kann man
jetzt graphisch durchfithren: Sie wird genau dann verworfen, wenn|Z (1) > 1,96 ist. Im vor-
liegenden Fall ist das genau 14 mal der Fall, bei Annahme konstanter Jungenwahrschein-
lichkeit wiirde man im Mittel nur vier Ablehnungen erwarten.

Geringeren Signifikanzniveaus entsprechen weitere Grenzen im Diagramm. Neben
den praktischen Vorteilen von Abbildung 16 wird hier auch das Konzept einer stavistisch si-
gnifikanten Abweichung vielfiltig visualisiert. Die Jahre mit statistisch signifikanten Abwei-
chungen sind auBerdem direkt identifizierbar und die Struktur dieser Jahre ist sichtbar.

Man kann jetzt auch noch anders untersuchen, welche signifikanten Abweichungen es
von der Normalverteilung gibt: wenn man z. B. die 82 Daten unter Abstraktion von der zeit-
lichen Dimension als Verteilung analysiert, so ergibt sich als arithmetischer Mittelwert und
Standardabweichung:

_ 1 1710 007 <= 2@EZw-m?
M=o X 1=1629 2V =007 s T =45

81

Man kodnnte zur weiteren Beurteilung ein Histogramm herstellen lassen, hierin geeig-
nete Normalverteilungen graphisch einzeichnen, die Daten mit dem Computer in ein
Wahrscheinlichkeitspapier eintragen lassen, um die Art der Abweichung von der »Norma-
litidt« besser zu diagnostizieren usw.

»Intuitive hidlt man eine derartig groBe Abweichung der Standardabweichung von der
Theorie o =1 kaum fur méglich. Ein direkter Vergleich von s'und o ist problematisch, da in
die statistische Beurteilung noch der Stichprobenumfang (hier 82) einbezogen werden
muB. Zu einer statistischen Beurteilung kdnnte man kommen, indem man auch hier wieder
Zufallsstichproben der Linge 82 aus einer Standardnormalverteilung erzeugt und daraus
schitzt, wie groB die Wahrscheinlichkeit fur Werte s > 1,45. Eine Theorie iiber die Vertei-
Jung der Stichprobenstandardabweichung ist damit durchaus verzichtbar.

AbschlieBend sei die Frage aufgeworfen, in welchem Verhiiltnis Abbildung 16 und die
dort identifizierten statistisch signifikanten Jahre mit denen aus Abbildung 15 stehen. Rein
empirisch kann man feststellen, dafl es sich um dieselben 14 Jahre handelt! Man manche
sich dazu Klar, daB das Kriterium zu Abbildung 15 mathematisch genau — und nicht nur ap-
proximativ — dquivalent zu dem aus Abbildung 16 ist, wenn man dort bei den standardisier-
ten Residuen nur

a;(1) durch s;(1) = hjQ) *1&1(1') D) erserzen wiirde.

4. Schlu3bemerkung

Die Beispiele haben deutlich gemacht, daB vom »Anwender« schwierige neue Kompe-
tenzen gefordert werden, die sich beziehen auf
— die aktive Mitgestaltung und Auswah! von Graphiken und Methoden;

— das In-Bezichung-Setzen und Interpretieren der mit verschiedenen Methoden und Gra-
phiken gewonnenen Ergebnisse;

— der Vergleich und die Bewertung von Mcthoden und Graphiken im Hinblick auf be-
stimmte Zwecke.

Diese Kompetenzen miiBten geeignel in Zusammenhang mit der Anwendung aufreale
Datensitze entwickelt werden. Dabei ist sicher eine wichtige Komponente, Daten und Gra-
phiken nicht nur auf dem Bildschirm zu sehen. sondern auch in verschiedener Weise direkt
fiir Papier und Bleistift zugiinglich zu haben. Das gilt insbesondere, wenn man gleichzeitig
mit mehreren Graphiken arbeiten will.
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Was Unterricht hier unter normalen Bedingungen leisten kann und soll, muf} dabei als
noch offen angesehen werden. Die Beispiele sollten Anregungen bieten fur weiteres Nach-
denken und Ausprobieren. Dabei kann man sicher manche Aspekte auch ohne komplexe
Datenanalysewerkzeuge realisieren, wenn man auf entsprechend vorbereitete Materialien
zuriickgreifen kann. Verloren gehen wird dabei leicht die durch die Offenheit einer Soft-
ware gegebene Moglichkeit, alternative Analysewege zu gehen, dabei die von Schiilern und
Schiilerinnen angeregten Ideen aufzunehmen sowie Graphik und rechenintensive Stati-
stikmethoden so selbstverstindlich und natiirlich in die Arbeit zu integrieren, wie das von
der Sache angemessen ist und eigentlich auch von den begrifflichen Voraussetzungen der
Schiiler und Schiilerinnen méglich zu sein scheint.

5. Anhang
Anzahl der Taufen in London (1629 - 1710)
Jahr Jungen Miidchen Jahr Jungen Midchen
1629 5218 4683 1670 6278 5719
1630 4858 4457 1671 6449 6061
1631 4422 4102 1672 6443 6120
1632 4994 4590 1673 6073 5822
1633 5158 4839 1674 6113 5738
1634 5035 4820 1675 6038 57117
1635 5106 4928 1676 6552 5847
1636 4917 4605 1677 6423 6203
1637 4703 4457 1678 6568 6033
1638 5359 4952 1679 6247 6041
1639 5366 4784 1680 6548 6299
1640 5518 5332 1681 6822 6533
1641 5470 5200 1682 6909 6744
1642 5460 4910 1683 7577 7158
1643 4793 4617 1684 7575 7127
1644 4107 3997 1685 7484 7246
1645 4047 3919 1686 7575 7119
1646 3768 3395 1687 7737 7214
1647 3796 3536 1688 7487 7101
1648 3363 3181 1689 7604 7167
1649 3079 2745 1690 7909 7302
1650 2890 2722 1691 7662 7392
1651 3231 2840 1692 7602 7316
1652 3220 2908 1693 7676 7483
1653 3196 2959 1694 6985 6647
1654 344) 3179 1695 7263 6713
1655 3655 3349 1696 7632 7229
1656 3668 3382 1697 8062 7157
1657 3396 3289 1698 8426 7626
1658 31587 3013 1699 7911 7452
1659 3209 2781 1700 7578 7061
1660 3724 3247 1701 8102 7514
1661 4748 4107 1702 8031 7656
1662 5216 4803 1703 7765 7683
1663 5411 4881 1704 6113 5738
1664 6041 5681 1705 8366 77719
1665 5114 4858 1706 7952 7417
1666 4678 4319 1707 8379 7687
1667 5616 5322 1708 8239 7623
1668 6073 5560 1709 7840 7380
1669 6506 5829 1710 7640 7288
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Anmerkungen

1) GRAPHDAS: Graphische Darstellungen zur Datenanalyse im Stochastikunterricht, R. Biehler /
H. Steinbring, IDM Universitiit Bielefeld.

2) S. hierzu die ausflihrlichen Analysen bei Biehler/Rach (1990).

3) Zum Beispiel die Software TIMES fiir die Analyse von Daten, die aus bestimmten Reaktionszeit-
Tests hervorgehen oder die Software C.J.A. fir Daten aus der Simulation einfacher stochastischer
Prozesse, s. Bichler/Winkelmann (1988) fur eine kritische Darstellung dieser beiden Programme.
Kieine Datenanalysesysieme gibt es auch fir andere Schulficher, z. B. fiir quantitative Eigenschaften
der chemischen Elemente im Periodensystem oder fur wirtschaftsgeografische Daten, z. B. das Sy-
stem RUDI RUHR (Raum- und Daten-informationssystem Ruhr. Version 3.0. Braunschweig: We-
stermann 1989).

4) Dieses Beispiel der Wetterdaten wird bei Biehler/Rach (1990) genutzt, um dic Software
STATVIEW vorzustellen, zu bewerten und allgemeine Gesichtspunkte fur die Gestaltung von stati-
stischen Softwaretools zu entwickeln.

5) Diese Begriffe werden weiter unten genauer erliutert.

6) Aus Platzgriinden kann hier nur eine Auswahl der tatsichlich verwendeten Graphiken abgedruckt
werden.

7) S. hierzu auch DIFF 1982.

8) S. Tukey (1977, 205 {T.) fir verschiedene einfache robuste Glittungsverfahren auf Medianbasis.
Ein wichtiges Verfahren mit groBer Anwendungsbreite ist das LOWESS-Verfahren (s. Chambers et
al. 1983, 91 {1.), das auch bei Biehier/Rach (1990) auf die jahreszeitliche Entwicklung von Verkehrsto-
ten angewendet wurde.

9) Beider Interpretation mufl man vorsichtig sein und beriicksichtigen, wie der Mittelwert zustande-
gekommen ist. Man findet viele Verdffentlichungen, wo »glatte« Kurven in die Daten gelegt werden,
ohne dal} genau angegeben wird, wie diese zustande kamen. Die Kurve in Abbildung 9 darf auch nicht
verwechselt werden mit den in der Geographie tiblichen langjdhrigen Mittelwertkurven: hier ist nur
ein Jahr in die Mittelung eingegangen.

10) In dic Korrelationsrechnung wurden immer die letzten 30 Tage des Jahres nicht einbezogen, da
»Bamberg + 30 Tage« hierfiir keine Werte besitzt. Bei der Berechnung wurde der (iibliche) Pearson-
sche Produkt-Moment-KorrelationskoefTizient zugrundegelegt.

11) Vgl. Biehler/Rach 1990 und Bichler/Steinbring 1990 fiir weitere Analysen zu diesen Daten.
12) Die Abnahme von 1645 bis 1660 hiingt mit dem Religions- und Biirgerkrieg zusammen.

iese gill wi -I/ iQ=*U-pi) 1/h'(l)"(l-h(t))
13) Diese gilt wegen EJ—LW)—-EJ—-—- _J____N_(_G_;_

14) Die Berechnung kann mit den algebraisch-numerischen Funktionen zur Tabellenarithmetik er-
folgen oder aber eincr eingebauten statistischen Funktion entsprechen. deren 82 Ergebniswerte aber
dann leicht der Graphik iibergeben kann.

15) J'(1) bezeichnet die der Zaht J (1) korrespondierende ZufallsgroBe.

16) Im Grunde ist N (1) selber zufallig, davon abstrahieren wir.
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